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Chapitre 1
Introduction
1.1 Organisation du me´moire
Mon travail s’articule autour de plusieurs axes de recherche notamment dans le domaine des
e´quations aux de´rive´es partielles non line´aires applique´es a` la physique et a` la chimie. Il s’inscrit
dans le cadre des lois de conservation, des proble`mes hyperboliques, des e´quations cine´tiques
et en particulier des proble`mes mixtes. Mon activite´ concerne la mode´lisation de phe´nome`nes
physiques ou chimiques sous forme d’e´quations aux de´rive´es partielles non line´aires (me´lange
de fluides, propagation de composants chimiques, optique, e´lectromagne´tisme, e´coulements en
conduites ferme´es et ouvertes...) jusqu’a` l’e´tude mathe´matique de ces e´quations a` travers les
proble`mes d’existence, d’unicite´, de re´gularite´ ... et e´ventuellement la mise au point de me´thodes
nume´riques de re´solution.
Ce me´moire est divise´ en trois chapitres :
– les syste`mes hyperboliques avec conditions aux limites et la chromatographie,
– les proble`mes d’analyse asymptotique,
– la formulation cine´tique en particulier dans le cadre d’applications hydrauliques.
De nombreux proble`mes re´gis par des e´quations aux de´rive´es partielles font intervenir des
conditions aux limites d’ou` des proble`mes de traitement de couches limites, de proble`mes bien
pose´s. C’est pourquoi, dans ma the`se (?, ?), j’ai e´tudie´ les conditions aux limites pour les
syste`mes hyperboliques via l’approximation parabolique et apre`s ma the`se, la version discre`te
de l’e´tude continue faite pre´ce´demment : on cherche a` comprendre ce que devient la condition
aux limites pose´e pour un sche´ma nume´rique lorsque le pas d’espace tend vers ze´ro (?). Cette
partie hyperbolique est traite´e rapidement dans le chapitre deux ou` l’accent sera surtout mis
sur les de´veloppements comple´tant les re´sultats de ma the`se et dus entre autres a` E. Grenier,
O. Gue`s, F. Rousset, F. Sueur.
L’essentiel de ce deuxie`me chapitre consiste a` de´crire les principaux re´sultats obtenus de-
puis plusieurs anne´es avec C. Bourdarias et S. Junca concernant la chromatographie qui
de´crit l’adsorption d’un me´lange gazeux (?, ?, ?, ?). Ces articles traitent l’analyse mathe´matique
d’e´quations aux de´rive´es partielles du ge´nie chimique, exploitent l’aspect hyperbolique du syste`me
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8obtenu ce qui permet de re´pondre a` plusieurs questions d’analyse. Nous obtenons des re´sultats
mathe´matiques d’existence et d’unicite´ dans le cadre BV et des re´sultats d’existence de solu-
tions L∞. Des paires d’entropie-flux sont trouve´es et les proprie´te´s de convexite´ sont traite´es. Le
proble`me de Riemann est re´solu, les invariants de Riemann sont donne´s. Un sche´ma de Godunov
est construit ce qui donne des solutions globales BV , des solutions faibles entropiques et des
re´sultats de re´gularite´ BV . Les formes des ondes de chocs et de rare´faction sont donne´es. Nous
illustrons toutes ces proprie´te´s mathe´matiques par des re´sultats nume´riques.
Le troisie`me chapitre de ce me´moire concerne l’analyse asymptotique et re´sume plusieurs
articles (?, ?, ?, ?) tout en abordant un peu l’historique des proble`mes et en donnant des
perspectives scientifiques.
Avec T. Colin (Universite´ de Bordeaux), un travail the´orique et nume´rique (?) a e´te´ ef-
fectue´ sur un proble`me mixte concernant l’e´quation de Korteweg-de Vries en dimension un
d’espace qui faisait suite a` un travail de T. Colin et J.-M. Ghidaglia (?). Nous avons e´tudie´
un proble`me de Cauchy et aux limites pour cette e´quation en dimension un d’espace, obtenu des
effets re´gularisants globaux uniformes par rapport a` la longueur de l’intervalle et montre´ que la
solution du proble`me aux limites converge lorsque la longueur de l’intervalle tend vers l’infini
vers la solution du proble`me pose´ sur le quart de plan t > 0, x > 0. Nous avons e´galement
propose´ un sche´ma aux diffe´rences finies tre`s simple pour le proble`me sur [0, 1] et montre´ sa
stabilite´.
Dans le cadre asymptotique des e´quations aux de´rive´es partielles, avec B. Bide´garay-
Fesquet (Laboratoire Jean Kuntzmann de Grenoble), F. Castella (IRMAR Rennes) et E.
Dumas (Institut Fourier de Grenoble) nous nous sommes inte´resse´s a` l’asymptotique de mode`les
quantiques sur le mode`le de Bloch qui de´crit l’e´volution de la matrice de densite´ d’un atome
avec un ensemble discret de niveaux d’e´nergie. Nous avons montre´ (?) que la partie diagonale
de la matrice de densite´ est asymptotiquement solution d’une e´quation de Boltzmann line´aire
dans laquelle les taux de transition sont des moyennes en temps en un sens donne´ du potentiel.
Ce travail fait suite a` celui de ?.
Un autre travail sur l’asymptotique (?), avec D. Bresch (LAMA Chambe´ry) et C.-K. Lin
(Taiwan) traite les e´quations de Saint-Venant avec des re´gularisations physiques et les e´quations
des grands lacs avec viscosite´. Nous avons e´tudie´ la limite faible nombre de Froude pour une
hauteur d’eau asymptotiquement proche d’un profil donne´ non ne´cessairement constant afin
de justifier les mode`les des grands lacs visqueux e´tudie´s en 2001 par D. Levermore et B.
Sammartino (?) dans le cas bien pre´pare´.
Le dernier article sur l’asymptotique (?) traite l’effet des rugosite´s sur le syste`me de Stokes.
En effet, avec D. Bresch, L. Chupin, T. Colin, nous e´tudions le comportement asymptotique
d’un fluide visqueux incompressible dans un domaine mince avec une surface rugueuse. Nous
obtenons diffe´rentes e´quations de Reynolds pour la pression.
L’objet du quatrie`me chapitre de ce me´moire est la formulation cine´tique en me´canique des
fluides. Le premier article sur ce sujet a permis de traiter avec C. Bourdarias (Universite´ de
Chambe´ry) et A. Omrane (Universite´ des Antilles) le proble`me de conditions aux limites de
9transmission pour le proble`me cine´tique avec des parame`tres microscopiques distincts (cas de
deux demi-espaces) et le passage a` la limite fluide (?).
Toujours dans le cadre des formulations cine´tiques, avec C. Bourdarias et S. Gerbi, nous
nous sommes inte´resse´s aux e´coulements mixtes a` surface libre et en charge dans un canal de
forme quelconque. Nous avons travaille´ sur les e´quations de Saint-Venant en vue d’applications
hydrauliques par une approche cine´tique (?).
Nous nous inte´ressons aussi a` la formulation cine´tique pour le syste`me hyperbolique de la
chromatographie avec vitesse non constante. Cette e´tude nous conduit a` plusieurs applications :
sche´ma cine´tique, re´gions invariantes,...
Ce me´moire contient plus particulie`rement une description des travaux suivants.
1.2 Liste des travaux
1.2.1 Etude de syste`mes hyperboliques
M. Gisclon. Comparaison de deux perturbations singulie`res pour l’e´quation de Burgers avec
conditions aux limites. C. R. Acad. Sci., Paris, tome 316, Se´rie I, 1011-1014, 1993.
M. Gisclon. Etude des conditions aux limites pour un syste`me strictement hyperbolique via
l’approximation parabolique. J. Math. Pures Appl., 75, 485-508, 1996.
M. Gisclon, D. Serre. Conditions aux limites pour un syste`me strictement hyperbolique
fournies par le sche´ma de Godunov. Model. Math. Anal. Numer., Volume 31, no 3, 359-380,
1997.
C. Bourdarias, M. Gisclon, S. Junca. Some mathematical results on a system of transport
equations with an algebraic constraint describing fixed-bed adsorption of gases. J. Math. Anal.
Appl., 313, no 2, 551-571, 2006.
C. Bourdarias, M. Gisclon, S. Junca. Existence of weak entropic solutions for gas chromato-
graphy system with one or two active species and non convex isotherm. Commun. Math. Sci.,
volume 5, no 1, 67-84, mars 2007.
C. Bourdarias, M. Gisclon, S. Junca. Hyperbolic models in gas-solid chromatography. Boletin
de la Sociedad Espanola de Mathematica Applicada. Bol. SEMA, 2008.
C. Bourdarias, M. Gisclon, S. Junca. Strong Stability with respect to weak limit for a Hy-
perbolic System arising from Gas Chromatography. En re´daction.
1.2.2 Etude asymptotique
T. Colin, M. Gisclon. An initial boundary value problem that approximate the quarter plane
problem for the Korteweg-de Vries equation. Nonlinear Anal., no 46, 859-892, 2001.
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B. Bide´garay-Fesquet, F. Castella, E. Dumas, M. Gisclon. From Bloch model to the rate
equations II : The Case of almost degenerate energy levels. Math. Models Methods Appl. Sci.,
volume 14, no 12, 1785-1817, 2004.
D. Bresch, M. Gisclon, C.-K. Lin. An example of low Mach (Froude) number effects for
compressible flows with nonconstant density (height) limit. Math. Model. Num. Anal., volume
39, no 3, 477-486, 2005.
D. Bresch, L. Chupin, T. Colin, M. Gisclon. A micro-fluidic model with rough boundaries.
Soumis.
D. Bresch, L. Chupin, T. Colin, M. Gisclon. A mixed Reynolds-Stokes system for general
roughness effects. En re´daction.
1.2.3 Formulation cine´tique
C. Bourdarias, M. Gisclon, A. Omrane. Transmission boundary conditions in a model kinetic
decomposition domain, Discrete Cont. Dyn. Syst.. Serie B, volume 2, no 1, 69-94, 2002.
C. Bourdarias, S. Gerbi, M. Gisclon. A kinetic formulation for a model coupling free surface
and pressurid flows in closed pipes. Journal of Computational and Applied Mathematics, 2007.
C. Bourdarias, M. Gisclon, S. Junca. A kinetic scheme for a 2× 2 hyperbolic system arising
in gas chromatography. En re´daction.
Chapitre 2
Etude de syste`mes hyperboliques
2.1 Couches limites
2.1.1 Etude the´orique
Ma the`se sous la direction de D. Serre effectue´e au sein de l’UMPA de l’Ecole Normale
Supe´rieure de Lyon est l’e´tude des conditions aux limites pour les syste`mes strictement hy-
perboliques, via l’approximation parabolique, c’est-a`-dire l’e´tude de proble`mes mixtes pour des
syste`mes hyperboliques de lois de conservation a` une dimension d’espace (?, ?).
Une approche possible est la me´thode de la viscosite´. Elle consiste a` e´tudier les solutions
perturbe´es par une diffusion de parame`tre ε > 0 plus pre´cise´ment, a` e´tudier le comportement
de la condition aux limites du syste`me visqueux suivant lorsque le parame`tre ε tend vers ze´ro
(P )


∂tu
ε + ∂xf(u
ε) = ε∂x(B(u
ε)∂xu
ε), x > 0, t > 0,
uε(x, 0) = b(x), x > 0,
uε(0, t) = a(t), t > 0,
ou` uε = uε(x, t) appartient a` Rn, n ≥ 1, le flux f , la donne´e au bord a, la condition initiale b et
la matrice de viscosite´ B sont des fonctions donne´es (f : Rn → Rn est re´gulie`re, b appartient a`
L∞(0,∞), B est une matrice re´elle de dimension n).
Une des questions qui m’a inte´resse´e est de de´terminer l’influence du choix de la matrice de
viscosite´ B sur la trace en x = 0 de u ou` u est la limite presque partout de la suite (uε)ε>0
quand le parame`tre ε tend vers ze´ro.
Nous faisons les hypothe`ses suivantes :
(H1) pour tout u, les valeurs propres de la matrice jacobienne Df(u), note´es λi(u), sont
re´elles, simples et non nulles,
(H1) λ1(u) < ... < λp(u) < 0 < λp+1(u) < ... < λn(u).
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C’est une hypothe`se d’hyperbolicite´ stricte qui exprime aussi le fait que le bord x = 0 n’est
jamais caracte´ristique.
(H2) le syste`me hyperbolique
(H)


∂tu+ ∂xf(u) = 0, x > 0, t > 0,
u(x, 0) = b(x), x > 0,
admet une entropie E de flux F telle que la matrice hessienne syme´trique S = D2E est une
matrice de´finie positive,
(H3) la matrice de viscosite´ B est telle que pour tout K compact de Rn, on a
∃ αK > 0, ∀ u ∈ K, ∀ ξ ∈ Rn, (D2E(u)ξ,B(u)ξ) ≥ αK |ξ|2.
C. Bardos, D. Leroux et C. Ne´de´lec (?) avaient obtenu des re´sultats dans le cas scalaire.
F. Dubois-Le Floch (?) et A. Benabdallah-D. Serre (?) avaient e´tudie´ le cas des syste`mes
et obtenu une re´ponse partielle sous forme d’ine´galite´s.
L’ide´e de ma the`se a e´te´ d’introduire un de´veloppement asymptotique
uε(x, t) = u(x, t) + v
(x
ε
, t
)
+ wε(x, t)
qui fait apparaˆıtre la couche limite v et de la caracte´riser.
Soit C(a) l’ensemble des u¯ dans Rn pour lesquels il existe une solution v ∈ C2(R+,Rn) du
proble`me
(Pu¯)


B(v(y) + u¯)v′(y) = f(v(y) + u¯)− f(u¯), y > 0,
v(0) + u¯ = a,
v(+∞) = 0.
L’ensemble C(a) est appele´ ensemble de conditions aux limites “re´siduelles”.
Soit gu(v) = B(u+ v)
−1(f(u+ v)− f(u)).
The´ore`me 2.1.1 Sous les hypothe`ses (H1), (H2), (H3), l’ensemble C(a) est une varie´te´ de
dimension p au voisinage de a, d’espace tangent en a e´gal a` Esa = ⊕pi=1Eµi(a) et admettant une
parame´trisation re´gulie`re en a ou` Esa est l’espace invariant par Dga(0) associe´ aux valeurs propres
strictement ne´gatives de Dga(0), c’est-a`-dire la somme directe des sous espaces caracte´ristiques
stables associe´s aux valeurs propres strictement ne´gatives de Dga(0) :
Eµi(a) = ker(Dga(0)− µi(a)In).
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L’ide´e e´tait ensuite par une me´thode d’e´nergie de de´montrer la validite´ du de´veloppement
asymptotique sur un intervalle de temps fini, ante´rieur a` la formation des chocs, c’est-a`-dire
montrer que wε est un O(√ε) dans L2.
Les majorations suivantes ont lieu si la matrice de viscosite´ B est une matrice inversible,
dissipative, pas ne´cessairement constante :
The´ore`me 2.1.2 Supposons que u, la solution du proble`me mixte
(C)


∂tu+ ∂xf(u) = 0, x > 0, t > 0,
u(x, 0) = b(x), x > 0,
u(0, t) ∈ C(a(t)), t > 0,
est a` valeurs dans un compact et que le syste`me (P) posse`de une solution re´gulie`re uε dans L∞
pour tout (x, t) ∈ R+ × [0, Tε].
Alors, il existe une constante c > 0 et un temps T1 ∈]0, T ] qui ne de´pend que de v tels que
les majorations ci-dessous aient lieu pour tout ε > 0 et pour tout t ∈ [0,min(Tε, T1)] :
||uε(x, t)− u(x, t)− v
(x
ε
, t
)
||L2(R+) ≤ c
√
ε t, (2.1)
||uε(x, t)− u(x, t)||L2(R+) ≤ c(t)
√
ε, (2.2)∫ t
0
∫ +∞
0
||∂x(uε(x, s)− u(x, s)− v
(x
ε
, s
)
)||2dx ds ≤ c t. (2.3)
Le re´sultat suivant est finalement obtenu :
The´ore`me 2.1.3 Supposons que b est proche d’un e´tat constant dans L∞ ∩ L2(R+) et que les
trois hypothe`ses (H1), (H2) et (H3) ont lieu.
Alors, il existe un temps S > 0, inde´pendant de ε et une solution uε de (P ) de´finie et re´gulie`re
sur (0, S)×R+. La suite (uε)ε>0 converge dans L∞(0, S;L2(R+)) vers l’unique solution re´gulie`re
u de (H) qui satisfait la condition aux limites u(0, t) ∈ C(a(t)), quand le parame`tre ε tend vers
ze´ro.
Beaucoup de travaux ont e´tudie´ depuis des extensions de ce proble`me, a` savoir le comporte-
ment de la solution quand ε > 0 tend vers ze´ro du syste`me parabolique plus ge´ne´ral suivant

∂tu
ε +
q∑
i=1
Ai(t, x, u
ε)∂iu
ε = ε∆uε, dans Ω, t > 0,
uε(t = 0) = uε0,
uε = 0 sur ∂Ω,
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ou` uε est un vecteur de Rd
′
, les Ai sont des matrices de classe C∞ en les variables t, x, uε, Ω est
un ouvert de Rd, uε0 est une famille de fonctions donne´es.
Ainsi, E. Grenier (ENS Lyon) traite ce sujet plusieurs dimensions et dans le cas ca-
racte´ristique (?). On trouvera aussi une e´tude comple`te du cas line´aire Ai inde´pendant de u
ε et
du cas caracte´ristique faite par O. Gue`s (Universite´ de Marseille) dans ? et ?.
Les e´paisseurs de couche limite qui peuvent se former au voisinage du bord ne sont pas les
meˆmes dans les cas caracte´ristique et non caracte´ristique (elles sont de l’ordre soit de ε, soit de√
ε). Le de´veloppement asymptotique de la solution est base´ sur une analyse a` trois e´chelles qui
permet de construire des correcteurs a` tout ordre et de de´crire la couche limite de viscosite´. Il
reste ensuite la convergence de la solution quand ε tend vers ze´ro vers la solution du proble`me
mixte hyperbolique limite.
Beaucoup de travaux se poursuivent sur ce sujet. E. Grenier et O.Gue`s (?), K.-T. Joseph
et P. Le Floch (?), G.Me´tivier et K. Zumbrun (?), F.Sueur (?) se proposent de relaxer les
hypothe`ses. Par exemple, E. Grenier et F. Rousset (?) ont prolonge´ ce travail en remplac¸ant
l’hypothe`se de petitesse par celle de stabilie´ spectrale de la condition aux limites.
Dans les exemples re´alistes, la matrice B(u) est rarement inversible, sauf dans le cas sca-
laire. Ce de´faut d’inversibilite´ complique beaucoup les preuves de convergence, c’est pourquoi
l’hypothe`se d’inversibilite´ de B(u) est tre`s importante. Mais la quasi-totalite´ des perturbations
d’origine physique ne rentrent pas dans ce cadre. En effet, a` chaque fois qu’un syste`me contient
une loi de conservation telle que celle de la masse
∂tρ+ div(ρv) = 0,
l’e´quation ne sera pas perturbe´e. Les matrices B seront singulie`res avec une ligne de ze´ros.
Comme la forme quadratique
ξ 7→ (D2E(u)ξ,B(u)ξ)
doit eˆtre positive ou nulle sans eˆtre de´finie positive, une hypothe`se naturelle est :
pour tout K compact de Rn,
∃ αK > 0, ∀ u ∈ K, ∀ ξ ∈ Rn, (D2E(u)ξ,B(u)ξ) ≥ αK |B(u)ξ|2.
Il est donc inte´ressant de remplacer l’hypothe`se (H3) par cette dernie`re et de traiter ainsi le
cas de matrices de viscosite´ conformes a` la physique.
Ce cas ou` le tenseur de viscosite´ n’est pas inversible a e´te´ traite´ par F. Rousset dans ? et
?.
2.1.2 Etude nume´rique
Apre`s ma the`se, en collaboration avec D. Serre (ENS Lyon), j’ai conside´re´ les conditions
aux limites re´siduelles fournies par un sche´ma nume´rique. Nous avons e´tudie´ ce que devient la
condition aux limites pose´e pour un sche´ma nume´rique lorsque le pas d’espace tend vers ze´ro.
15
Le traitement de la frontie`re {x = 0} × R dans le sche´ma de Godunov de´termine une condition
aux limites pour le syste`me (H) lorsque le pas d’espace ∆x = ε tend vers ze´ro.
A l’aide d’estimations sur les entropies et les flux associe´s, nous avons de´montre´, sous cer-
taines hypothe`ses naturelles, la convergence de la solution du sche´ma de Godunov adapte´ au cas
d’un domaine x > 0 vers la solution d’un syste`me hyperbolique mixte sur un intervalle de temps
fini, ante´rieur a` la formation des chocs (?), c’est-a`-dire le the´ore`me de convergence suivant :
The´ore`me 2.1.4 Soient une condition aux limites et une condition initiale a et b de classe C∞
et borne´es qui satisfont a(0) = b(0), b e´tant constant hors d’un intervalle borne´.
Sous l’hypothe`se supple´mentaire
(H4) : pour tout A ∈ Rn, il existe V voisinage de A tel que
∀ (α, β) ∈ (V ∩ O−(A))× (V ∩ O−(A)), δ(α, β) ≤ 0,
ou`
O−(A) = {R(0+, A, v), v ∈ Rn} = {u˜ ∈ Rn, u˜ est la valeur en 0+ d’une solution
d’un proble`me de Riemann d’e´tat a` gauche A},
δ(α, β) = F (α)− F (β)− dE(β) · (f(α)− f(β)),
il existe un temps S > 0 inde´pendant du pas de temps et du pas d’espace ε = ∆x et une solution
uε du sche´ma de Godunov modifie´ de´finie et re´gulie`re sur R+x × [0, S] tels que la suite (uε)ε>0
converge dans L∞(0, S, L2(R+)) vers l’unique solution re´gulie`re u du syste`me hyperbolique mixte
(C)


∂tu+ ∂xf(u) = 0, x > 0, t > 0,
u(x, 0) = b(x), x > 0,
u(0, t) ∈ O−(a(t)), t > 0,
c’est-a`-dire
lim
ε→0+
sup
0<t≤S
||uε(x, t)− u(x, t)||L2(R+) = 0.
Remarquons que dans le cas du sche´ma de Godunov, la condition aux limites est toujours stable
et le de´veloppement asymptotique est valide jusqu’a` la formation des chocs.
L’algorithme a e´te´ teste´ dans le cas du p-syste`me de la dynamique des gaz avec n = 2 et le
flux f est de´fini par
f :
(
R
2 → R2
u = (u1, u2) 7→ (u2, p(u1))
)
,
avec
p(x) = exp(x) + x− 1.
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Le pas d’espace est introduit au de´part ∆x = 0, 1. L’approximation nume´rique unj est stocke´e
dans un tableau de dimension 101, c’est-a`-dire j varie de −1 a` 100. A chaque ite´ration ∆tn est
calcule´ pour avoir
max
−1≤j≤100
∆t
∆x
λ2(u
n
j ) =
1
2
.
Les donne´es sont a(t) = (1, 2), b(x) = (1,−1 + 3 exp(−x)). Elles sont donc bien de classe C∞,
borne´es et satisfont a(0) = b(0). Nous avons observe´ que la couche limite est bien concentre´e
sur une maille. Pour des raisons mathe´matiques, lie´es a` la difficulte´ de la de´monstration de la
convergence, nous avons suppose´ la compatibilite´ de la condition initiale et de la condition aux
limites. Mais nous pouvons penser que le re´sultat reste vrai pour des donne´es non re´gulie`res.
Le cas test est le “demi”-proble`me de Riemann, ou` chaque donne´e a et b est une constante. La
solution du proble`me mixte avec condition aux limites “re´siduelle” est auto-similaire. C’est la
restriction au demi-espace x > 0 de la solution du proble`me de Riemann entre a et b. L’algorithme
a e´te´ teste´ avec les donne´es
a(t) = (1, 2), b(x) = (1, 5),
pour lesquelles la solution pre´sente une de´tente qui se´pare b de l’e´tat constant
c = (0.09918, 3.5).
Naturellement, l’e´tude des conditions aux limites “re´siduelles” doit eˆtre mene´e bien au-dela` du
seul sche´ma de Godunov. Nous observons alors, en ge´ne´ral, que la couche limite s’e´tale sur
plusieurs mailles au lieu d’une. C. Chainais et E.Grenier (?) ont traite´ le cas du sche´ma de
Lax-Friedrichs. Pour un sche´ma monotone en dimension un et pour une loi scalaire ils ont utilise´
l’astuce de J. Goodmann (?) qui consiste a` inte´grer l’e´quation. Ils ont aussi donne´ des exemples
de couches limites instables.
2.1.3 Projets de recherche, perspectives scientifiques
Un prolongement pourrait eˆtre les conditions aux limites meˆle´es. En effet, je me suis res-
treinte, dans le cas des syste`mes, a` la condition aux limites de Dirichlet mais des conditions aux
limites plus ge´ne´rales qui proviennent par exemple de la me´canique du solide sont inte´ressantes
a` regarder. Elles correspondent par exemple a` la dynamique en une dimension d’une plaque
e´lastique line´aire infinie qui est en contact avec frottement avec un corps rigide.
Voici le contexte d’un proble`me e´lasto-dynamique de frottement de´pendant de la vitesse de
glissement. Le corps solide e´lastique frottant sur la surface rigide est repre´sente´ par le domaine
[0, 1]×R. Le mate´riau e´lastique conside´re´ est pris isotrope et homoge`ne. La plaque est conside´re´e
infinie et de hauteur constante e´gale a` 1 donc le de´placement sera fonction seulement de la
variable verticale x. L’axe horizontal y est indique´ par la direction de la vitesse tangentielle
uniforme impose´e sur la surface supe´rieure de la plaque. Finalement, le de´placement sera nul
dans la direction orthogonale au plan de´fini par x et y. On suppose que le de´placement vertical
est une fonction line´aire sur la coordonne´e x.
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Le de´placement tangentiel uε dans la direction horizontale y ne de´pend que du temps t et de
sa position verticale x. La vitesse tangentiele vε et la contrainte de cisaillement τ ε sont donne´es
par
vε(t, x) = ∂tu
ε, τ ε(t, x) = ∂xu
ε.
Le proble`me est de regarder le passage a` la limite quand ε tend vers 0 pour le syste`me

∂tv
ε = ∂xτ
ε, t ∈ [0, T ], x ∈ [0, 1],
∂tτ
ε = ∂xv
ε + ε∂xxτ
ε,
vε(1, t) = 0,
τ ε(0, t) = µ(vε(0, t)),
ou` µ est une fonction de R dans R, lipschitzienne, de classe C1, impaire, µ(x) ≥ 0, ∀x ≥ 0.
2.2 Mode`les hyperboliques en chromatographie
Cette section concerne des e´quations aux de´rive´es partielles du ge´nie chimique et fait re´fe´-
rences aux articles ?, ?, ?, ?.
La mode´lisation d’une phase du cycle d’adsorption d’un me´lange gazeux a` tempe´rature
constante appele´ cycle PSA (Pressure Swing Adsorption) conduit a` l’e´criture d’un syste`me non
line´aire d’e´quations de type transport. Ces e´quations pre´sentent des analogies avec des lois de
conservation scalaires pour lesquelles on dispose de re´sultats d’existence et d’unicite´ par des
me´thodes de compacite´ L1 et BV . Elles s’en distinguent par le type de liaison entre la vitesse
et la solution : dans les lois de conservation scalaires, la vitesse est fonction de la solution alors
qu’ici c’est la de´rive´e spatiale de la vitesse qui en de´pend. Cette de´pendance est lie´e a` une
contrainte sur la pression (constante en espace). Dans sa the`se (?), C. Bourdarias a obtenu
des re´sultats d’existence et d’unicite´ dans un cadre BV puis un re´sultat d’existence dans un
cadre L∞ en utilisant une technique d’approximation par re´gularisation de´veloppe´e par R.-J. Di
Perna et P.-L. Lions (?). Mais des oscillations peuvent eˆtre propage´es (voir ?).
Voici le contexte de nos articles (?, ?, ?, ?). Un cycle PSA est un processus de se´paration
d’un me´lange gazeux de d espe`ces (d ≥ 2) pouvant coexister sous deux phases, l’une gazeuse
et mobile avec les concentrations ci(t, x) (0 ≤ ci ≤ 1) et la vitesse commune u, l’autre solide
(adsorbe´e) et fixe avec les concentrations qi(t, x), 1 ≤ i ≤ d. Nous notons
C = (c1, ..., cd).
Suivant P.-M. Ruthwen (?), l’e´volution de ces quantite´s est de´crite par le syste`me

∂tci + ∂x(uci) = Ai(qi − q∗i )(C),
∂tqi +Aiqi = Aiq
∗
i (C), t ≥ 0, x ∈ (0, 1),
(2.4)
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qui prend en compte le transport de matie`re et les changements de phase.
Il est assorti de conditions initiales et limites convenables. La vitesse u(t, x) qui est une
inconnue du proble`me doit eˆtre trouve´e de fac¸on a` satisfaire une contrainte de pression totale
constante en espace, soit dans ce mode`le isotherme
d∑
i=1
ci = ρ(t) (2.5)
ou` ρ repre´sente la densite´ totale du me´lange.
Le protocole expe´rimental est tel que cette quantite´ ne de´pend que du temps et c’est de cette
contrainte que vient la difficulte´ du proble`me.
La fonction q∗i est de´finie sur R
d
+ et ne de´pend que du mode`le conside´re´ (isotherme line´aire,
isotherme biline´aire de Langmuir, BET isotherme, ammoniaque..).
Les seconds membres gouvernent les e´changes de matie`re entre phases et le coefficient Ai
peut s’interpre´ter comme la vitesse a` laquelle l’e´quilibre qi = q
∗
i est atteint.
Parmi les proble`mes voisins relatifs aux processus d’adsorption des gaz, outre le proble`me
non isotherme, le cas de l’adsorption avec e´quilibre instantane´ entre les phases gazeuse et solide
pre´sente un inte´reˆt dans la mesure ou` il ge´ne´ralise les e´quations de la chromatographie dans
lesquelles la vitesse du fluide vecteur est constante (voir ? et ?). Il conduit formellement a`
e´crire un syste`me hyperbolique inte´gro-diffe´rentiel dont l’e´tude est comple`tement ouverte. Il
correspond a` faire tendre Ai vers l’infini et s’e´crit
∂t(ci + q
∗
i (C)) + ∂x(u ci) = 0, i = 1, · · · , d (2.6)
sous la contrainte (??).
Avec C. Bourdarias (Universite´ de Savoie) et S. Junca (Universite´ de Nice) nous avons
d’abord e´tudie´ ce proble`me dans le cas particulier de deux composants dont l’un inerte (q∗2 = 0)
sert de fluide vecteur (?). Le syste`me (??)-(??) dans le cas ρ = 1 se re´duit alors a`

∂tc+ ∂x(uc) = 0,
∂xu = ∂th(c),
(2.7)
avec c = c2, c1 = 1− c et
h(c) = −q∗1(c1, c2).
Nous rajoutons les conditions initiales et aux limites suivantes :

c(0, x) = c0(x) ∈ [0, 1], x > 0,
c(t, 0) = cb(t) ∈ [0, 1], t > 0,
u(t, 0) = ub(t) > 0, t > 0.
(2.8)
Sous certaines hypothe`ses sur la fonction h telles que
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(HYP) h′(c) > 0, H ′(c) ≥ 0
ou`
H(c) = 1 + ch′(c),
nous montrons l’existence de solutions re´gulie`res globales en utilisant la me´thode classique des
caracte´ristiques.
The´ore`me 2.2.1 Si (HYP) et ub ∈ C1([0,+∞[, ]0,+∞[), cb, c0 ∈ C1([0,+∞[, [0, 1]) et satisfont
les conditions de compatibilite´ au coin alors le syste`me (??)-(??) admet une et une seule solution
(c, u) ∈ C1([0,+∞[×[0,+∞[, [0, 1])× C1([0,+∞[×[0,+∞[, ]0,∞[).
Cette e´tude sugge`re une condition d’entropie :
(CE) c croit a` travers les chocs.
Nous re´solvons ensuite le proble`me de Riemann, c’est-a`-dire (??) avec les conditions initiales
et aux limites suivantes :
c(0, x) = c+ ∈ [0, 1], x > 0,
c(t, 0) = c− ∈ [0, 1], t > 0,
u(t, 0) = u− > 0, t > 0.
(2.9)
Nous cherchons une solution autosimilaire, c’est-a`-dire c(t, x) = C(z), u(t, x) = U(z) ou`
z =
x
t
> 0.
Puis, via l’utilisation d’un sche´ma nume´rique de type Godunov, nous obtenons l’existence
de solutions faibles globales entropiques :
The´ore`me 2.2.2 Soient X > 0, T > 0. Supposons (HYP) et c0 ∈ BV (0, X), cb ∈ BV (0, T ),
ub ∈ L∞(0, T ), satisfont 0 ≤ c0, cb ≤ 1 et inf
0<t<T
ub(t) > 0. Alors le syste`me (??)-(??) admet
une solution faible donne´e par le sche´ma de Godunov. De plus, c et u satisfont :
c ∈ L∞((0, T )× (0, X)) ∩ L∞((0, T );BV (0, X)),
c ∈ Lip(0, T ; L1(0, X)),
c ∈ BV ((0, T )× (0, X)),
u ∈ L∞((0, T )× (0, X)) ∩ L∞((0, T );BV (0, X)),
avec les bornes suivantes :
0 ≤ min(inf cb, inf c0) ≤ c ≤ max(sup cb, sup c0) ≤ 1, (2.10)
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inf
[0,T ]×[0,X]
u > 0, (2.11)
∫ X
0
c(t, x)dx ≤
∫ X
0
c0(x)dx+ ‖ub‖∞
∫ t
0
cb(s) ds,
‖c‖L∞((0,T ),BV (0,X)) ≤ TV (cb, c0),
‖u‖L∞((0,T )×(0,X)) ≤ ‖ub‖∞ exp(γ TV (cb, c0)),
(γ est une constante qui de´pend seulement de la fonction h).
Puis nous obtenons l’unicite´ des solutions faibles entropiques dans la classe des fonctions C1 par
morceaux.
The´ore`me 2.2.3 Soient T, X > 0 et ub : [0, T ]→ R+, cb : [0, T ]→ [0, 1], c0 : [0, X]→ [0, 1]
fonctions C1 par morceaux. Supposons (HYP) et
inf
[0,T ]
ub(t) > 0.
Alors il existe au plus (c, u) ∈ C1p solution faible du syste`me (??)-(??) satisfaisant la condition
d’entropie (CE) et le principe du maximum (??) et (??).
Les re´sultats suivants ont e´te´ obtenus avec l’isotherme de Langmuir en utilisant le sche´ma de
Godunov modifie´. Nous illustrons ainsi l’e´tude pre´ce´dente. Les profils dans les cas de l’adsorption
ou de´sorption pour l’isotherme de Langmuir line´aire sont les meˆmes que dans ?.
Cette figure repre´sente une e´tape de de´sorption. La concentration initiale est c0 = 0.1, les
conditions aux limites sont cb = 1.0 et ub = 0.4. La discontinuite´ a` (t = 0, x = 0) donne une
onde de rare´faction.
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Cette figure est une e´tape d’adsorption. La concentration initiale est c0 = 1.0, les conditions
aux limites sont cb = 0.5 et ub = 2.0. La discontinuite´ a` (t = 0, x = 0) donne une onde de choc
qui se propage a` droite.
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Cette figure est une discontinuite´ de contact. Nous commenc¸ons avec une onde de rare´faction
d’une discontinuite´ a` (t = 0, x = 0) avec c0 = 0.2 et cb = 0.5. La vitesse ub est 0.2 pour t ≤ 20 et
0.8 pour t > 20. La concentration c reste continue pendant que la discontinuite´ de u se propage
a` une vitesse infinie. Nous montrons l’e´volution de c et u a` la position x = 0.5. Notons que le
principe du maximum n’est pas valide pour u.
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Cette figure est un double choc. La concentration initiale est c0 = 0.2 pour x ≤ 0.5 et c0 = 0.5
pour x > 0.5, les conditions aux limites sont cb = 0.1 et ub = 0.5. Les deux discontinuite´s a`
(t = 0, x = 0) et (t = 0, x = 0.5) donnent une onde de choc qui se propage a` droite.
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Cette figure repre´sente le de´velopement d’un choc. La concentration initiale est continue, il
n’y a pas de discontinuite´ a` (t = 0, x = 0). Les conditions aux limites sont cb = 0.2 et ub = 0.5.
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L’e´tude ge´ne´rale consiste a` regarder l’e´quation (??) avec la contrainte (??) et d = 2, ρ = 1
dans le cas ou` l’un ou les deux composants sont actifs. Le syste`me s’e´crit alors
∂t(c1 + q
∗
1(c1, c2)) + ∂x(u c1) = 0,
∂t(c2 + q
∗
2(c1, c2)) + ∂x(u c2) = 0,
c1 + c2 = 1.
Nous avons traite´ ce proble`me (?) avec des hypothe`ses physiquement ve´rifie´es. Suivant ?, le
proble`me est analyse´ comme un syste`me hyperbolique par rapport aux variables (x, t) avec x la
variable d’e´volution : c’est l’ide´e cle´.
Posons c = c1, m = u c et
qi(c) = q
∗
i (c, 1− c), i = 1, 2,
h(c) = q1(c) + q2(c),
I(c) = c+ q1(c),
le proble`me s’e´crit sous la forme :{
∂tI(c) + ∂x(u c) = 0,
∂th(c) + ∂xu = 0,
(2.12)
ou de fac¸on e´quivalente :
∂xU + ∂tΦ(U) = 0 avec U =
(
u
m
)
et Φ(U) =

 h(m/u)
I(m/u)

 . (2.13)
Nous supposons que q′1 ≥ 0 et q′2 ≤ 0 (?).
Ce syste`me (??) est hyperbolique, avec comme valeurs propres 0 et
λ =
H(c)
u
.
Introduisons la fonction f = q1 c2 − q2 c1 de´finie par Douglas et al. dans ?, qui s’e´crit sous la
forme f(c) = q1(c)− c h(c), il apparait que λ est vraiment non line´aire dans chaque domaine ou`
f” 6= 0.
De plus, le syste`me admet deux invariants de Riemann : c et w = lnu+ g(c), ou` g satisfait
g′(c) =
−h′(c)
H(c)
et la famille d’entropies :
S(c, u) = φ(w) + uψ(c) (2.14)
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ou` φ et ψ sont des fonctions re´elles.
Soit G = eg : si le signe de G′′ change alors le syste`me n’admet pas d’entropie convexe
mais pour chaque fonction convexe ψ l’entropie correspondante S = uψ(c) est convexe et nous
pouvons montrer l’existence d’au moins une solution faible entropique (?) dont la de´finition
mathe´matique est la suivante : soient T > 0, X > 0, u ∈ L∞((0, T )×(0, X),R+), 0 ≤ c(t, x) ≤ 1
pour presque (t, x) ∈ (0, T )× (0, X). Alors (c, u) est une solution faible entropique si pour toute
fonction ψ convexe
∂x(uψ(c)) + ∂tQ(c) ≤ 0,
au sens des distributions ou` Q′ = Hψ′ + h′ψ.
De plus, si G′′ ≥ 0 sur [0, 1], (c, u) satisfait ∂x(uG(c)) ≤ 0.
Le re´sultat principal dans ? reliant la re´solution du proble`me de Riemann et le sche´ma de
Godunov est le suivant :
The´ore`me 2.2.4 Soient T > 0, X > 0, c0 ∈ BV (0, X), cb ∈ BV (0, T ), satisfaisant
0 ≤ c0, cb ≤ 1, inf
0<t<T
ub(t) > 0.
Alors, le syste`me admet une solution faible entropique.
Nous avons re´dige´ avec C. Bourdarias et S. Junca un article (?) au bulletin de la socie´te´
mathe´matique espagnole (SEMA) qui pre´sente diffe´rents mode`les du ge´nie chimique essentiel-
lement ceux relie´s a` la chromatagraphie. Nous y expliquons les relations entre ces diffe´rentes
approches, celle entre la loi de Darcy et la tempe´rature-pression, rappelons les me´thodes et
re´sultats mathe´matiques connus et donnons quelques proble`mes ouverts.
De plus, tous ces travaux sont en accord avec un article de chimie duˆ a` M.-D. Le Van, C.-A.
Costa, A.-E. Rodrigues, A. Bossy, D. Tondeur (?).
Cette approche nouvelle (?) nous offre de´ja` des re´sultats et des perspectives riches qui nous
permettent de poursuivre ces travaux dans plusieurs directions : existence de solutions dans le
cadre L1, relaxation, e´tude de la propagation d’oscillations (?), mode`le cine´tique (?), proble`me
non isotherme, diffusion, approche visqueuse par une viscosite´ artificielle qui nous permettrait
d’obtenir l’unicite´, stabilite´ L1, preuve de la convergence de (??)-(??) vers (??)-(??) quand Ai
tend vers l’infini,....
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Chapitre 3
Etude asymptotique
3.1 Equation de Korteweg-de Vries
Avec T. Colin (Universite´ de Bordeaux), nous avons effectue´ un travail sur un proble`me
mixte concernant l’e´quation de Korteweg-de Vries sur R+ × [0, L] avec comme parame`tre la
taille du domaine L. L’e´quation de Korteweg-de Vries a e´te´ introduite en 1895 pour de´crire la
propagation dans un canal d’ondes aquatiques de faible amplitude et de grande longueur d’onde
a` la surface du canal (?).
Si u(x, t) repre´sente la hauteur de la surface libre du fluide par rapport a` la position
d’e´quilibre au temps t > 0 et a` la position x ∈ R, cette fonction satisfait
∂tu+ ∂xu+ u∂xu+ ∂xxxu = 0, x ∈ R, t > 0.
Nous sommes donc en dimension un d’espace contrairement a` l’e´quation KP due a` Kadomtsev-
Petviashvili qui est en dimension deux d’espace ∂tu + u∂xu + ∂xxxu + ∂xyyu = 0. Il n’y a pas
d’e´coulement, pas de vitesse, les variations viennent de la surface mais pas du fond qui est plat
contrairement aux e´quations de Saint-Venant. Le proble`me de Cauchy a largement e´te´ e´tudie´
pour des conditions initiales re´gulie`res (?, ?). Des re´sultats de J. Bourgain (?) montrent que
le proble`me de Cauchy est bien pose´ pour une condition initiale dans L2(R). En laboratoire, la
vague est cre´e´e par un agitateur a` une extre´mite´ du canal.
Pour de´crire cette situation, J. Bona et R. Winther (?) ont conside´re´ en 1983 l’e´quation
de Korteweg-de Vries dans le quart de plan


∂tu+ ∂xu+ u∂xu+ ∂xxxu = 0, x ≥ 0, t ≥ 0,
u(0, t) = g(t), t ≥ 0,
u(x, 0) = u0(x), x ≥ 0,
(3.1)
et ont obtenu un the´ore`me d’existence et d’unicite´.
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The´ore`me 3.1.1 (J.L. Bona, R. Winther) Supposons que
u0 ∈ H2(R+), g ∈ H2loc(R+)
satisfont la condition de compatibilite´ :
u0(0) = g(0), g
′(0) + (∂xu0 + u0∂xu0 + ∂xxxu0)(0) = 0,
alors il existe une unique solution u dans L∞loc(R
+,H4(R+)) de (??).
Nous noterons u∞ la solution du proble`me sur R
+ × R+.
Nous nous sommes inte´resse´s au cas ou` l’e´quation de Korteweg-de Vries est pose´e dans un
canal ]0, L[×]0,+∞[ de largeur L ou` L est un nombre fini positif. On agite que d’un cote´ (x = 0)
d’ou` la condition aux limites u(0, t) = g(t), t ∈ [0, T [. A l’autre extre´mite´ (x = L), on dispose
d’un plan incline´ rugueux qui limite la re´flexion. On ne fait pas bouger de l’autre cote´ (x = L),
ce qui donne les e´quations suivantes :

∂tu+ ∂xu+ u∂xu+ ∂xxxu = 0, x ∈ [0, L], t ∈ [0, T [,
u(0, t) = g(t), t ∈ [0, T [,
∂xu(L, t) = 0, t ∈ [0, T [,
∂xxu(L, t) = 0, t ∈ [0, T [,
u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, L],
(3.2)
ou` L > 0, T ∈]0,+∞[.
T. Colin et J.-M. Ghidaglia (?) ont e´tudie´ ce proble`me a` savoir l’e´quation de Korteweg-de
Vries dans un domaine spatial borne´ et obtenu un the´ore`me d’existence locale par des me´thodes
d’e´nergie.
The´ore`me 3.1.2 (T. Colin, J.-M. Ghidaglia) Soient u0 ∈ H1(0, L) et g ∈ C1(R+) qui sa-
tisfont la condition de compatibilite´ u0(0) = g(0). Alors, il existe TL > 0 et une fonction
uL ∈ L∞(0, TL;H1(0, L)) ∩ C([0, TL];L2(0, L))
qui re´sout (??). De plus, si |u0|H1 et |g|H1(R+) sont suffisament petits, TL = +∞.
Ils donnent aussi un the´ore`me d’unicite´ d’une solution maximale faible. Nos re´sultats sont
similaires mais uniformes par rapport a` L, la longueur de l’intervalle permettant ainsi de retrou-
ver quand L tend vers l’infini le mode`le de vague sur un demi-espace. L’inte´reˆt est e´galement
nume´rique car on sait alors que sur un intervalle suffisamment long, on obtient une bonne ap-
proximation du mode`le demi espace.
Nous montrons (?) par des techniques de dualite´ un the´ore`me d’existence locale et d’unicite´
par un the´ore`me de point fixe avec des espaces a` poids :
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The´ore`me 3.1.3 Conside´rons une famille de conditions initiales
uL0 ∈ L2([0, L]) telles que sup
L≥1
∫ L
0
|uL0 |2(x)(1 + x2)dx < +∞
et telles que uL0 tend quand L tend vers +∞ vers u0 dans L2loc(R+) fortement.
Alors, pour tout T > 0, si L est suffisamment grand, uL(x, t) la solution de (??) avec la
condition initiale uL0 est de´finie sur [0, T ] et u
L tend quand L tend vers +∞ vers u∞ dans
Lp(0, T ;L2loc(R
+)) fortement pour tout 1 ≤ p < +∞, ou` u∞(x, t) est la solution de (??) avec la
condition initiale u0.
Un sche´ma tre`s simple aux diffe´rences finies pour le proble`me (??) sur l’intervalle en espace
[0, 1] est aussi pre´sente´ (?). Nous notons ∆t le pas de temps, ∆x le pas d’espace, yni la valeur
approche´e de la solution au temps n∆t et au point i∆x et les ope´rateurs classiques :
(D+y)i =
yi+1 − yi
∂x
et (D−y)i =
yi − yi−1
∆x
.
Voici les re´sultats nume´riques sur le sche´ma
yn+1 − yn
∆t
+D+D+D−yn+1 = 0,
associe´ au proble`me line´aire

∂tu+ ∂xxxu = 0, x ∈ [0, 1], t ≥ 0,
u(0, t) = ∂xu(1, t) = ∂xxu(1, t) = 0 pour t ≥ 0,
u(x, 0) = u0(x), pour x ∈ [0, 1]
(3.3)
en utilisant scilab.
La disce´tisation utilise´e pour le terme non line´aire est explicite et est ynD+yn. En faisant
un changement de variable, le proble`me sur [0, L] avec L = 10 est :
∂tu+
1
L
u∂xu+
1
L3
∂xxxu = 0.
30
Nous calculons la solution durant 4800 ite´rations en temps sur l’intervalle de temps [0, T ] en
prenant ∆t = 2, 5.10−5, ∆x = 5.10−5, T = 0.12. La condition initiale est
u0(x) =
α
cosh2(βL(x− 1/2)) +
4α
cosh2(4βL(x− 1/4))
avec α = 12β2 et β = 2. Ceci correspond a` la superposition de deux solitons avec des vitesses
diffe´rentes. La plus grande qui est la plus rapide est au de´but derrie`re la plus petite. La figure
repre´sente la solution au temps ti = iT/8 pour i = 0, · · · , 8.
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Pour une autre simulation, nous avons pris L = 1, ∆t = 3, 3.10−4, ∆x = 10−3. Nous calculons
la solution pendant 2400 ite´rations en temps sur l’intervalle de temps [0, T ] avec T = 0.792. La
condition initiale est u0(x) = −50 ∗ (1/3 + (x− 1)3/3).
La figure repre´sente la solution au temps ti = iT/8 pour i = 0, · · · , 8. Les re´sultats montrent
que la solution tend vers ze´ro pour des temps grands.
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3.2 Presque de´ge´ne´rescence pour l’e´quation de Bloch
Dans ?, avec B. Bide´garay (Laboratoire Jean Kuntzmann de Grenoble), F. Castella
(Universite´ de Rennes) et E. Dumas (Institut Fourier, Grenoble), nous ge´ne´ralisons un article
de B. Bide´garay, F. Castella et P. Degond (?) qui traite des e´quations de Bloch re´gissant
l’e´volution de la matrice densite´ d’un syste`me quantique posse´dant un ensemble discret de
niveaux d’e´nergie.
Notre contribution consiste a` e´tudier dans un re´gime haute fre´quence l’effet sur la matrice
densite´ d’une perturbation des e´nergies propres du syste`me.
Le syste`me de Bloch de´crit l’action d’une onde e´lectromagne´tique (caracte´rise´e par le champ
e´lectrique E) sur un milieu mate´riel de´crit de fac¸on quantique par la matrice densite´ ρ. Si l’on
ne s’inte´resse qu’aux N niveaux d’e´nergie les plus bas (cadre typique de la propagation laser),
ρ(t) est une matrice hermitienne N ×N telle que | ρn,m |2≤ ρn,n × ρm,m.
Le terme diagonal (dans la base des e´tats propres du syste`me) ρj,j(t) donne la population
du niveau j et est tel que
ρn,n ∈ R, 0 ≤ ρn,n ≤ 1,
N∑
n=1
ρn,n = 1.
Le module du terme extradiagonal ρj,k(t) ∈ C correspond a` la probabilite´ conditionnelle de
transition entre les niveaux j et k.
Une matrice diagonale, Ω, de dimension N , donne l’hamiltonien libre du syste`me mate´riel
Ωn,n = ωn
ou` la pulsation de transition entre deux niveaux dans le cas non de´ge´ne´re´ est
ωn,m = ωn − ωm
et ωj est la pulsation propre du niveau j. Un niveau d’e´nergie du mate´riau est dit de´ge´ne´re´
lorsque la valeur propre correspondante du hamiltonien libre Ω n’est pas simple.
Les mate´riaux comportant des structures auto-organise´es, comme les boˆıtes quantiques, pre´-
sentent des niveaux “presque de´ge´ne´re´s” (valeurs propres proches a` l’e´chelle de la longueur
d’onde des champs).
L’hamiltonien libre
Ωε = Diag(ωε1, ..., ω
ε
N )
est perturbe´ au sens ou` les pulsations ωεn,m s’e´crivent
ωεn,m = ωn,m + δn,mε
p,
pour un certain p > 0 et une suite de re´els δn quelconques, δn,m = δn − δm. Ceci autorise des
pulsations du type
ωn = ω
0
n, ωn+1 = ω
0
n + δn+1ε
p
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correspondant a` des niveaux “presque de´ge´ne´re´s”.
Nous regardons donc l’action du champ e´lectromagne´tique avec ces e´chelles multiples et
e´tudions l’approximation de l’e´quation de Bloch (qui est une e´quation diffe´rentielle ordinaire) par
des e´quations de Boltzmann portant sur les populations des e´tats quantiques seules (“e´quations
de taux d’Einstein”) dans un re´gime asymptotique comportant un champ e´lectrique (donne´)
rapidement oscillant et pour des niveaux quantiques “presque de´ge´ne´re´s”.
Nous conside´rons l’asymptotique ou` ε tend vers ze´ro pour le syste`me line´aire d’e´quations
diffe´rentielles ordinaires
ε2∂tρ = −i[Ωε − εV(t/ε2), ρ] +Q(ρ),
ou` le potentiel V est donne´ et repre´sente le couplage d’ordre ε de la matie`re avec le champ
e´lectrique oscillant a` la fre´quence 1/ε2 (limite de couplage faible). Enfin, l’ope´rateur Q de´crit
les relaxations des termes de cohe´rence (extra-diagonaux) de la matrice densite´ ρ (voir ?, ?) :
Q(ρ)n,m = −εµγn,mρn,m si n 6= m,
avec
µ ≥ 0, γn,m = γm,n > 0, si n 6= m, γn,n = 0.
On peut e´galement ajouter un terme diagonal de Pauli :
Q(ρ)n,n = ε
2
∑
m
(Wm,nρm,m −Wn,mρn,n)
qui de´crit une redistribution thermique des populations de diffe´rents niveaux d’e´nergie (entre
eux), avec des taux de transition lie´s par la relation de micro-re´versibilite´ :
Wn,m = exp
(
ωm − ωn
T
)
Wm,n
ou` T est une tempe´rature normalise´e. Cette forme spe´cifique a une grande importance pour
de´crire les e´tats d’e´quilibre.
Cette e´tude a e´te´ effectue´e dans ? dans le cas non perturbe´, c’est-a`-dire, δn = 0 pour tout n.
Elle montre que, sur tout intervalle de temps fini, les populations ρn,n tendent a` satisfaire des
e´quations de Boltzmann line´aires (e´quations de taux d’Einstein) avec des taux de transition po-
sitifs. Cette convergence est due a` la pre´sence de relaxations qui poussent l’atome vers l’e´quilibre
et ce phe´nome`ne est amplifie´ et les e´tats d’e´quilibre modifie´s par les e´ventuelles re´sonances entre
l’onde e´lectromagne´tique et le mate´riau. S’il n’y a pas de re´sonance, il y a un de´couplage de
l’onde et du mate´riau qui relaxe simplement.
Dans le cas perturbe´, nous montrons que les presque-re´sonances modifient cette situation
lorsque la perturbation δnε
p est assez “visible” par les relaxations (µ ≥ p) mais reste faible
(µ ≤ 2p). Nous obtenons une asymptotique de´crite par des e´quations de Boltzmann avec une
expression des taux de transition en fonction des δn et de p. Ainsi, on peut mesurer la modification
de l’e´tat d’e´quilibre et des temps caracte´ristiques de relaxation par rapport au cas non perturbe´.
Les techniques utilise´es rele`vent de la moyennisation d’e´quations diffe´rentielles ordinaires.
34
Le potentiel e´lectrique V s’e´crit sous la forme V(t) = φ(t)V ou` la matrice (hermitienne) V
est donne´e de meˆme que la fonction φ repre´sentant le champ e´lectrique. Ce champ e´lectrique φ
est suppose´ eˆtre r-chromatique c’est-a`-dire on se donne un vecteur ω ∈ Rr, le champ e´lectrique
φ(t) ∈ R est donne´ par ses coefficients de Fourier φα :
φ(t) =
∑
α∈Zr
φα exp(iα · ωt),
ou` α · ω = α1ω1 + ...+ αrωr et tel que
∑
α | φα |<∞.
Nous notons ρ la solution de l’e´quation de Bloch, ρd le terme diagonal de ρ c’est-a`-dire
ρd(t) = ρn,n(t)
et ρnd terme non diagonal de ρ. Les e´quation de Bloch s’e´crivent alors :
ε2∂tρn,m(t) = −i(ωn,m + εpδn,m)ρn,m(t) +Q(ρ)n,m + iεφ(t/ε2)
∑
k
(Vn,kρk,m − Vk,mρn,k).
Nous notons ρd la solution de l’e´quation de taux.
Sous certaines hypothe`ses de re´gularite´ sur φ et pour 0 ≤ µ < 1/2, les populations sont
asymptotiquement solutions de l’e´quation de taux
∂tρ
d
n(t) =
∑
k
(Wmodn,k ρ
d
k(t)−Wmodk,n ρdn(t)),
ou`
Wmodn,m =Wn,m + 2 | Vn,m |2
εµγn,m
ε2µγ2n,m + ε
2pδ2n,m
∑
α∈Zr;ωn,m+α·ω=0
| φα |2=Wn,m +Ψε(n,m).
Cette e´quation de taux est un syste`me difffe´rentiel line´aire a` coefficients constants dont la matrice
s’e´crit comme la somme d’un terme non raide (terme lent) et d’un terme raide (terme rapide).
Le re´sultat de convergence est le suivant (?) :
The´ore`me 3.2.1 Sous des conditions qui sont ne´cessairement vraies dans un contexte physique,
pour tout T > 0, il existe une constante C > 0 telle que
|| ρnd ||L∞([0,T ],l1)≤ Cε1−µ,
et
|| ρd − ρd ||L∞([0,T ],l2)≤ C(εµ + ε1−2µ).
Pre´cisons maintenant les hypothe`ses. La difficulte´ principale est qu’on a besoin d’une condi-
tion diophantienne (absence de petits diviseurs) c’est-a`-dire :
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Hypothe`se 1 Il existe un (petit) nombre η > 0 et une constante Cη > 0 tels que
∀α = (α1, . . . , αr) ∈ Zr \ {0}, ∀(n, k) ∈ N2 tel que α · ω + ωn,k 6= 0,
|α · ω + ωn,k| ≥ Cη
(1 + |α|)r−1+η(1 + n)1+η(1 + k)1+η ,
et de fac¸on similaire :
∀α ∈ Zr \ {0}, |α · ω| ≥ Cη
(1 + |α|)r−1+η .
et si α = 0 il existe Cη > 0 tel que
∀(n, k) ∈ N2, soit ωn,k = 0, ou |ωn,k| ≥ Cη
(1 + n)1+η(1 + k)1+η
.
Comme nous perturbons les estimations, nous avons aussi besoin de re´gularite´ sur φ :
Hypothe`se 2 Les coefficients de Fourier φα satisfont∑
α
(1 + |α|)r−1+η|φα|2 <∞,
et ∃ Nη > 2µ/p tel que ∑
α
(1 + |α|)(r−1+η)Nη |φα|2 <∞.
Hypothe`se 3 Les coefficients d’interaction satisfont
sup
n
∑
m
(
(1 + n)1+η(1 +m)1+η
)Nη |V (n,m)|2 <∞.
Pour N fini, le the´ore`me suivant (?) de´crit la dynamique de l’e´quation de taux :
The´ore`me 3.2.2 Supposons N <∞. Alors, l’e´volution asymptotique de ρd quand ε→ 0 est la
suivante :
(i) Premier cas : µ = 0. Alors, pour tout 0 ≤ t ≤ T , nous avons ‖ρd(t)− ρ(1)(t)‖l2 ≤ Cε , ou`
Ψ0 = lim
ε→0
2 | Vk,n |2
∑
α∈Zr
εµγk,n
ε2µγ2k,n+ | ωk,n + α · ω + εpδk,n |2
| φα |2
et ρ(1) est la solution de
∂tρ
(1)
n (t) =
∑
k
[(W +Ψ0)(n, k)ρ
(1)
k (t)− (W +Ψ0)(k, n)ρ(1)n (t)] , ρ(1)(0) = ρd(0).
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(ii) Second cas : µ > 0. Alors, il existe une de´composition explicite de la forme
Ψε(n,m) =
I∑
j=0
ε−νjBεj (n,m) +B
ε
I+1(n,m) +O(εν
′
) ,
tel que ν ′ > 0, les exposants νj sont positifs, de´croissants (avec ν0 = µ) et chaque B
ε
j est une
matrice qui de´pend de ε et telle que Bεj tend vers B
0
j quand ε tend vers ze´ro et
∀ε ≥ 0, KerBεj = KerB0j .
Nous envisageons e´galement de conside´rer pour ce meˆme re´gime asymptotique le couplage
non line´aire de l’e´quation de Bloch avec les e´quations de Maxwell. Les syste`mes de Maxwell-
Bloch de´crivent l’interaction d’une onde e´lectromagne´tique (caracte´rise´e par le champ e´lectrique
E et le champ magne´tique H) et d’un milieu mate´riel de´crit de fac¸on quantique par la matrice
densite´ ρ(t, x). Nous avons donc une de´pendance en x.
Nous envisageons aussi une e´tude nume´rique avec B. Bide´garay-Fesquet (Laboratoire
Jean Kuntzmann de Grenoble) et E. Dumas (Institut Fourier de Grenoble). Il s’agit d’e´crire un
code avec les ǫ en Matlab ou/et Fortran pour ve´rifier le taux de de´croissance prouve´ pour les
cohe´rences et les populations, e´ventuellement trouver des taux optimaux et chercher a` identifier
des parame`tres physiques (choix pertinent des δn, µ, p).
3.3 Equations de Saint-Venant visqueuses et e´quation des lacs
Beaucoup de proble`mes physiques naturels environnementaux sont lie´s a` des e´coulements peu
profonds de fluides complexes comme l’oce´anographie, la neige, la boue, les laves torrentielles.
Ils peuvent se ramener a` l’e´tude d’e´quations apparente´es a` des mode`les de la me´canique des
fluides visqueux de type compressibles : c’est le cas de certains mode`les d’hydraulique fluviale,
de mode`les gravitaires d’avalanche, de mode`les de coule´e de boue et de mode`les en me´te´orologie
par exemple.
Cette partie est donc base´e sur la dynamique des e´coulements peu profonds de fluides incom-
pressibles newtoniens et donc autour d’e´tude mathe´matique des mode`les de type Saint-Venant
visqueux qui s’apparentent aux e´quations de Navier-Stokes de type compressibles barotropes
avec viscosite´s non constantes.
Une fois adimensionalise´, plusieurs nombres sans dimension apparaissent comme le nombre
de Reynolds, le nombre de Rossby et le nombre de Froude. Les diffe´rents ordres possibles de ces
parame`tres permettent alors diffe´rentes asymptotiques. On retrouve par exemple les e´quations
quasige´ostrophiques, les e´quations des lacs.
Les e´quations de Saint-Venant, publie´es en 1871 (CRAS) sont d’une grande importance en
hydraulique maritime et fluviale. Elles re´gissent les e´coulements a` surface libre en eaux peu
profondes (e´quations d’ondes longues) d’ou` leur appellation anglaise : shallow water equations.
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On suppose que les longueurs d’ondes sont grandes par rapport a` la profondeur : δ =
H
L
est
tre`s infe`rieur a` 1 ou` H est la hauteur caracte´ristique et L la longueur caracte´ristique donc on
ne s’inte´resse pas aux phe´nome`nes avec de la houle.
Si δ tend vers 0, alors les e´quations de Navier Stokes 3 D donnent les e´quations de Prandtl,
e´quations ge´ostrophiques.
Le mode`le mathe´matique de Saint-Venant a` deux dimensions d’espace (2D) dans le plan
horizontal de´coule de l’inte´gration verticale de Navier-Stokes incompressible homoge`ne a` trois
dimensions d’espace (3D) en posant diffe´rentes hypothe`ses fondamentales dont celle de la pres-
sion hydrostatique ou ondes longues (?). L’inte´gration sur la section late´rale des e´quations de
Saint-Venant produit le mode`le unidimensionel (1D).
Si a` partir des e´quations de Saint Venant 2 D, on fait tendre le nombre de Rossby R0 =
U
L | ω |
ou` | ω | est la fre´quence de la rotation de la terre et U la vitesse caracte´ristique, on obtient les
e´quations quasige´ostrophiques.
Mais, bien qu’ils soient depuis longtemps utilise´s en hydrologie, la validation de ces mode`les
qui se fait au moyen d’une de´rivation formelle a` partir des e´quations de Navier-Stokes a` surface
libre pour un fluide newtonien ou a` partir des e´quations d’Euler avec terme de frottement de
Coulomb en pre´sence ou non d’une topographie complexe est relativement re´cente (?, ?). J.-F
Gerbeau et B. Perthame traitent le passage 2D-1D et obtiennent 4ν∂x(h∂xu). F. Marche traite
le passage 3D-2D et obtient 2νdiv(hD(u)) + 2ν∇(hdivu) au lieu de la ge´ne´ralisation de ? qui
serait 4ν(divhD(u)) ou` u est la vitesse moyenne horizontale d’e´coulement et
D(u) =
1
2
(∇u+t ∇u), Di j(u) = ∂iuj + ∂jui
2
.
Les e´quations de Saint-Venant visqueuses peuvent s’e´crire
 ∂t(hu) + div(hu⊗ u) +
h∇(h− b)
Fr2
=
2
Re
div(hD(u)) +
2
Re
∇(hdivu)−D −K,
∂th+ div(hu) = 0.
(3.4)
La deuxie`me e´quation est la conservation de la hauteur ou` u est la vitesse de l’eau, h ∈ R+ est
la hauteur d’eau a` la surface libre, b ≥ 0 une fonction donne´e de´crivant le fond inde´pendante du
temps, Re le nombre de Reynolds et Fr repre´sente le nombre de Froude. Le nombre de Froude
est un nombre adimensionnel qui caracte´rise l’importance relative des forces lie´es a` la vitesse
et de la pesanteur. Le terme D correspond a` des termes de traine´e ou de frottement au fond.
Ils peuvent eˆtre par exemple de la forme r0u (terme de friction au bord avec r0 > 0) dans le
cas laminaire et r1h|u|u (r1 > 0) dans le re´gime turbulent et peuvent provenir de la condition
de friction au fond (voir ?). Le terme de capillarite´ K joue un roˆle important si l’on e´tudie par
exemple l’e´talement des gouttes. Une expression rencontre´e par exemple dans ? et ? est de la
forme K = −κh∇∆h avec κ le coefficient de tension de surface. Le syste`me (??) est comple´te´
par des conditions initiales
h(t = 0) = h0, (hu)(t = 0) = m0
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ou` h0 est suppose´e positive.
Les re´sultats concernant l’existence de solutions faibles au syste`me de Saint-Venant sont peu
nombreux. On peut d’abord citer les re´sultats d’existence de solutions faibles a` donne´es petites au
voisinage de solutions stationnaires et pour des viscosite´s non physiques de type h∆u remplac¸ant
2div(h∇u) + 2∇(hdivu). Dans ce cas, on peut conside´rer que la hauteur d’eau ne s’annule pas
et diviser par la hauteur dans les e´quations des moments. On applique alors la me´thode de P.-L.
Lions (?) pour les fluides compressibles. Ces re´sultats mathe´matiques d’existence globale de
solutions faibles pour les fluides compressibles a` viscosite´ constante sont re´cents, ils datent de
1998 (?).
Cependant, dans ces e´tudes, le terme diffusif est de la forme
−µ∆(.)− (λ+ µ)∇div(.)
ou` λ et µ sont des constantes de viscosite´.
Pour les e´quations que nous traitons, nous sommes dans le cadre d’e´quations compressibles
de´ge´ne´re´es c’est-a`-dire avec une viscosite´ non constante de´pendant de la densite´ de la forme
−µdiv(hD(.))− λ∇(hdiv(.))
qui n’entre donc pas dans la the´orie de P.-L. Lions.
Le premier re´sultat d’existence globale de solutions faibles sur un mode`le visqueux de´ge´-
ne´re´ (de la forme 2div(hD(u)) qui est consistante d’un point de vue e´nerge´tique) dans le tore
Ω = T 2 avec les termes de traˆıne´e cite´s pre´ce´demment a e´te´ traite´e en 2003 par D. Bresch-B.
Desjardins (?) avec construction des solutions approche´es dans (?). Ils obtiennent pour un
fond constant
The´ore`me 3.3.1 Si r0 > 0, r1 > 0, h0 ∈ L2,
√
h0u0 ∈ L2, ∇
√
h0 ∈ L2, −r0 ln−(h0) ∈ L1 ou`
ln− g = lnmin(g, 1) alors il existe une solution faible globale de
 ∂t(hu) + div(hu⊗ u) +
h∇(h− b)
Fr2
= 2νdiv(hD(u))− r0u− r1h|u|u,
∂th+ div(hu) = 0,
(3.5)
avec
∇
√
h ∈ L∞L2,
√
hu ∈ L∞L2,
√
h∇u ∈ L2L2,∇h ∈ L2L2, r1/31 h1/3u ∈ L3L3,
√
r0u ∈ L2L2.
Pour un expose´ de revue sur Saint-Venant visqueux, le lecteur est renvoye´ a` l’article de D.
Bresch, B. Desjardins et G. Me´tivier (?). Il est e´galement a` noter les travaux re´cents de
A. Mellet et A. Vasseur (?) qui montrent comment se dispenser des termes de traˆıne´e en
employant le multiplicateur (1+ ln(1+ | u |2))u pour controˆler les termes re´siduels et la nouvelle
entropie mathe´matique de´couverte par D. Bresch et B. Desjardins. Il serait inte´ressant de
voir l’influence de ce multiplicateur sur les solutions approche´es construites dans ?. Un proble`me
difficile serait de montrer l’existence globale de solutions faibles avec le terme diffusif complet
sans capillarite´ avec ou sans frottement.
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L’existence globale de solutions fortes a e´te´ traite´ dans ?, ?, ?, ?.
W. Wang et C.-J Xu re´cemment (2005) travaillent dans des espaces de Sobolev d’indice s > 2
pour obtenir des solutions locales quel que soient les conditions initiales et globales pour des
donne´es petites :
The´ore`me 3.3.2 Soit s > 2, u0, h0 − h¯0 ∈ Hs+2(R2), || h0 − h¯0 ||Hs+2 tre`s petit par rapport a`
h¯0. Alors il existe T > 0, il existe un unique (u, h) solution de{
∂t(hu) + div(hu⊗ u) + h∇h = νdiv(h∇u),
∂th+ div(hu) = 0,
tel que u, h− h¯0 ∈ L∞(0, T ;H2+s(R2)),∇u ∈ L2(0, T ;H2+s(R2)).
Si il existe c tel que || h0 − h¯0 ||H2+s(R2) + || u0 ||Hs+2(R2)≤ c alors T = +∞.
Ils utilisent par exemple la me´thode d’e´nergie de A. Matsumura et T. Nishida.
Avec D. Bresch (LAMA Chambe´ry) et C.K. Lin (Universite´ de Taiwan), nous avons donne´
un exemple de limite faible, quand le nombre de Mach (Froude) tend vers ze´ro, d’e´coulements
compressibles quand la densite´ initiale (hauteur) est pratiquement e´gale a` une fonction connue
de´pendant de la variable d’espace x, c’est-a`-dire que le fond b est prescrit.
Nous avons e´tabli alors, mathe´matiquement, le lien entre des e´quations de type Saint-Venant
visqueuses et des e´quations visqueuses utilise´es pour simuler l’e´coulement dans les grands lacs.
Le mode`le visqueux des lacs, analogue a` (??), s’e´crit{
∂tu
0 + (u0 · ∇)u0 +∇π =2νb−1div(bD(u0))− r0b−1u0 − r1|u0|u0,
div(bu0) = 0,
(3.6)
avec la condition initiale :
u0|t=0 = u00.
Ce syste`me a e´te´ e´tudie´ par D. Levermore et M. Sammartino dans le cas b ≥ c > 0 (?).
Dans notre e´tude, nous justifions l’asymptotique uε = u0 + εu1 + ..., hε = h0 + εh1 + ... ou`
(hε, uε) est une solution globale faible de (??), u0 solution de (??) et Fr = ε avec des donne´es
bien pre´pare´es dans un domaine pe´riodique en observant l’influence de la variabilite´ du fond b.
Nous supposons que le fond b est strictement positif. Ce re´sultat concerne les solutions faibles des
e´quations de Saint-Venant visqueuses, il faut donc faire attention a` la possible de´ge´ne´rescence
de la hauteur h.
Dans le livre de P.-L. Lions (?), seules les viscosite´s constantes sont pre´sente´es.
Nous avons aussi discute´ de la limite faible quand le nombre de Mach (Froude) tend vers
ze´ro pour les e´coulements compressibles standards quand la densite´ (hauteur) est pratiquement
e´gale a` une fonction connue de´pendant de la variable d’espace c’est a` dire quand le fond est
prescrit.
Nous pre´sentons ainsi la justification du lien entre les e´quations de type Saint-Venant vis-
queuses et les e´quations utilise´es pour simuler l’e´coulement dans les lacs.
La convergence entre Saint-Venant et les e´quations des grands lacs dans le cas limite non
de´ge´ne´re´ et bien pre´pare´ est donne´e par le the´ore`me suivant (?) :
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The´ore`me 3.3.3 Soit u00 ∈ (H3(Ω))2 et (uε0, hε0)→ (u0, 0) dans (L2(Ω))3, (hε0 − b)/ε→ 0 dans
L2(Ω) quand ε tend vers 0. Nous notons (hε, uε) une suite de solutions faibles de Saint-Venant
(??) et u0 la solution forte globale pour les e´quations (??) des grands lacs. Alors,
uε → u0 dans L∞(0, T ; (L2(Ω))2),
(hε − b)/ε→ 0 dans L∞(0, T ;L2(Ω)),
∇(hε/b)→ 0 dans L2(0, T ; (L2(Ω))2)
quand ε tend vers 0.
Le choix d’une fonction test astucieuse du type ∇ ln
(
h
b
)
permet d’adapter les ide´es de
l’article de D. Bresch–B. Desjardins (?) avec de nouveaux termes comme par exemple
∫
Ω hu ·
(∇∇ ln b) u, ∫Ω∇bh− bε ∇(h/b)ε a` controˆler de manie`re uniforme en ε. Ces termes re´siduels nous
ont alors contraints a` conside´rer le cas d’une hauteur d’eau strictement positive.
On rencontre le meˆme type d’analyse asymptotique vers un profil non constant dans la limite
faible nombre de Debye sur des mode`les en the´orie des semi-conducteurs (?).
Les travaux restants a` faire sont multiples : conside´rer le cas de donne´es mal pre´pare´es,
permettre au fond b de s’annuler, traiter le cas borne´ dans la convergence de Shallow-water vers
l’e´quation des lacs.
3.4 Mode`le de fluide dans un domaine mince avec des rugosite´s
Avec D. Bresch (LAMA Chambe´ry), T. Colin (Universite´ de Bordeaux) et L. Chupin
(INSA Lyon), dans ?, nous conside´rons l’e´coulement d’un fluide entre deux surfaces proches et
rugueuses et nous regardons l’effet de ces petites irre´gularite´s sur le fluide.
Dans des pre´ce´dents papiers (?, ?), des mode`les, en re´gimes spe´ciaux, sont obtenus qui
de´pendent du quotient entre la taille des rugosite´s et la hauteur moyenne du domaine note´e hε
et suppose´e petite. Dans ?, ?, ce quotient est suppose´ d’ordre un, c’est-a`-dire,
hε = εh
(
x,
x
ε
)
et une analyse asymptotique est faite utilisant un processus d’homoge´ne´isation. Plus re´cemment,
dans ?, N. Benhaboucha, M. Chambat et I. Ciuperca se sont inte´resse´s au cas ou`
hε(x) = ε h
(
x,
x
εα
)
avec α ≤ 1.
Dans ?, nous conside´rons un cas particulier mais qui ne rentre pas dans les pre´ce´dents travaux.
Le domaine conside´re´ en trois dimensions occupe´ par le fluide a la forme suivante :
Ωε =
{
(x, z) ∈ R2 × R ; x ∈ ω et 0 < z < hε(x)}
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Fig. 3.1 – Domain Ωε
ou` ω est un domaine de R2 et la hauteur hε qui de´pend de la composante horizonzale x est de
la forme suivante :
hε(x) = ε h1(x) + λε
2 h2
(
x
µε2
)
,
c’est-a`-dire la rugosite´ est de´finie par une fonction pe´riodique de pe´riode d’ordre ε2 (ε > 0) car
les applications h1 and h2 sont suppose´es re´gulie`res et satisfont h1 ≥ δ > 0 et h2 pe´riodique avec
1 comme moyenne. Les deux coefficients λ et µ sont des re´els positifs qui permettent de quantifier
l’amplitude et la fre´quence des rugosite´s. Des rugosie´s plus ge´ne´rales seront conside´re´es dans ?.
Nous supposons que le fluide est gouverne´ par le syste`me stationnaire de Stokes :{
−η∆uε +∇pε = 0 sur Ωε,
divuε = 0 sur Ωε.
(3.7)
Le champ de vecteur uε = (uε, wε) ∈ R2 × R de´crit la vitesse du fluide tandis que la pression
est donne´e par la fonction scalaire pε. Le re´el positif η > 0 correspond a` la viscosite´ du fluide.
Nous comple´tons e´videmment le syste`me de Stokes par des conditions aux limites. En ge´ne´ral,
ces e´quations sont relie´es a` l’e´quation de Reynolds mais dans ?, un nouveau terme modifie
l’e´quation de Reynolds. Pour le voir et obtenir un domaine inde´pendant de ε, un changement
d’e´chelle est introduit. Nous notons X =
x
µε2
, h(x,X) = εh1(x)+λε
2h2(X), Z =
z
h(x,X)
. Nous
supposons que la vitesse est d’ordre un et que la pression est d’ordre 1/ε2 c’est-a`-dire
u = u0 + εu1 + ε
2u2 + · · · , w = w0 + εw1 + ε2w2 + · · · et p = 1
ε2
p0 +
1
ε
p1 + p2 + · · · .
Le premier re´sultat sans rugosite´ est le suivant :
The´ore`me 3.4.1 Si λ = 0, quand ε tend vers 0, les termes principaux ve´rifient{
−η∂2Zu0 + h21∇xp0 = 0,
∂Zp0 = 0,
(3.8)
et l’e´quation de Reynolds
divx
(
h31
12η
∂xp0
)
= divx
(
h1
2
ub
)
. (3.9)
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ou` u0|Z=0 = ub.
L’effet de rugosite´ est donne´ par le the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.4.2 Les termes principaux du de´veloppement asymptotique u0 et p0 ne de´pendent
pas de X et satisfont 

−η∂2Zu0 + h21∂xp0 + η
λ2
µ2
MZ∂Zu0 = 0,
∂Zp0 = 0,
divx(h1u0) + ∂Z(w1 − Z∇xh1 · u0) = 0,
(3.10)
ainsi que l’e´quation de Reynolds modifie´e
divx
(
h31
12η
∂xp0
)
= divx
(
h1
2
Kub
)
(3.11)
ou` M =
∫
X | ∇Xh2 |2 et K est un coefficient qui de´pend de la viscosite´ η et de la rugosite´.
Une e´tude est en cours avec des types de rugosite´s plus ge´ne´raux (?) par exemple hε(x) =
ε1+ ε2h(x, x/ε3) ou` ε2 = ε
α, ε3 = ε
β . Ensuite, plusieurs cas peuvent se produire en fonction des
valeurs de α, β, ε1 ou` ε1 peut valoir ε
α, ε,
√
ε...
3.5 Projets de recherche, perspectives scientifiques
Y. Brenier, R. Natalini et M. Puel (?) ont travaille´ sur les e´quations d’Euler incom-
pressibles et leurs versions relaxe´es en s’inspirant des travaux de S. Jin et Z. Xin (?). Ils ont
fait des changements d’e´chelle. Avec D. Bresch (LAMA Chambe´ry) et I. Gallagher (Paris),
nous voulons utiliser les meˆmes ide´es sur les e´quations de Saint-Venant en deux dimensions.
A.-I.Delis, T.Katsaounis et C.Makridakis (?, ?) l’ont fait en une dimension. Ils ont donne´
le relaxe´ de Saint Venant hyperbolique. Nous commenc¸ons donc par e´crire les e´quations en deux
dimensions avec une diffusion
∂th
ε + divxv
ε = 0,
∂tq
ε + div wε = −ghε∇bε(x),
εα∂tv
ε + c1ε
β∇xhε = −1
η
(vε − qε),
εγ∂tw
ε + c2h
ε∇( q
ε
hε
) = −1
η
(
wε − q
ε ⊗ qε
hε
− g(hε)2 Id
2
)
,
ou` α, β, γ sont a` de´finir. Nous travaillons sur la version relaxe´e d’Euler apre`s changement
d’e´chelle comme dans ?. Nous devons justifier cette relaxation.
Nous faisons un changement d’e´chelle sur hε, qε, vε, wε, bε pour trouver une version diffusive
de Saint-Venant. Nous voulons faire tendre ε vers ze´ro pour retrouver
∂th+ div q = 0,
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∂tq + div w = −gh∇b(x),
∂tv + c1∇xh = −1
η
(v − q),
∂tw + c2h∇q = −1
η
(
w − q ⊗ q
h
− gh2 Id
2
)
.
Nous voulons travailler sur des solutions globales fortes, faire la justification mathe´matique
comme dans ? pour de´montrer la convergence des solutions fortes du proble`me relaxe´ rescale´
vers Navier Stokes 2D.
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Chapitre 4
Formulation cine´tique
4.1 Conditions aux limites de transmission
B. Perthame et E. Tadmor (?) ont montre´ au de´but des anne´es 1990 qu’il est possible
d’interpre´ter une loi de conservation scalaire multidimensionnelle comme limite fluide d’une
famille d’e´quations cine´tiques non line´aires, le parame`tre microscopique ε e´tant l’analogue d’un
libre parcours moyen.
Avec P.-L.Lions, ils montrent dans (?) que la solution entropique d’une loi de conservation
scalaire multidimensionnelle

∂tu+ divA(u) = 0, x ∈ Rn, t ∈ R+,
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn,
peut eˆtre retrouve´e comme la limite fluide d’une densite´ locale
uε(x, t) =
∫
v
fε(x, v, t) dv,
ou` fε est la densite´ microscopique solution de

∂tf
ε + a(v) · ∇xfε = 1
ε
(χ[uε; v]− fε) dans Rn × R× [0,+∞[,
fε(x, v, 0) = fε0 (x, v) dans R
n × R
et ou` χ est la fonction signature :
χ[u; v] =


+1 pour 0 < v < u,
−1 pour u < v < 0,
0 sinon.
A. Nouri, A. Omrane et J.-P. Vila (?) ont e´tendu ce re´sultat au cas d’un demi-espace. Ils
ont pu ainsi retrouver la condition de Bardos-Leroux-Ne´de´lec (?) sur les conditions de bord
admissibles pour une loi de conservation scalaire.
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Un travail (?) en collaboration avec C. Bourdarias (Universite´ de Chambe´ry) et A. Om-
rane (Universite´ des Antilles-Guyane) traite le proble`me de conditions aux limites de trans-
mission pour le proble`me cine´tique avec des parame`tres microscopiques distincts (cas de deux
demi-espaces) et le passage a` la limite fluide dans l’un des demi-espaces. Plus pre´cise´ment, soient
ε = (ε1, ε2) un couple de parame`tres dans R
∗
+ × R∗+ et une fonction
f0 : (x, v) 7→ f0(x, v)
de´finie sur Rn × R, n ≥ 1. Suivant l’article de A. Nouri - A. Omrane - J.-P. Vila (?), nous
notons x = (x1, y) ∈ R× Rn−1 la variable d’espace et
a(v) = (a1(v), a∗(v)) ∈ R× Rn−1
le vecteur vitesse avec a ∈ C1(R). Nous de´finissons
Q1 = {(x, v) ∈ Rn × R ; x1 > 0}
et
Q2 = {(x, v) ∈ Rn × R ; x1 < 0}.
De plus, Γ repre´sente la frontie`re {x1 = 0} du domaine Q1 ∪Q2, soit :
Γ− = {(x, v) ; x1 = 0, a1(v) > 0},
Γ+ = {(x, v) ; x1 = 0, a1(v) < 0}.
Nous cherchons fε1 , f
ε
2 de´finies respectivement sur Q1 × [0,+∞[ et Q2 × [0,+∞[ telles que :

∂tf
ε
1 + a(v) · ∇xfε1 =
1
ε1
(χ[uε1; v]− fε1 ) dans Q1 × [0,+∞[,
∂tf
ε
2 + a(v) · ∇xfε2 =
1
ε2
(χ[uε2; v]− fε2 ) dans Q2 × [0,+∞[,
fε1 (x, v, 0) = f
ε1
0 (x, v) dans Q1,
fε2 (x, v, 0) = f
ε2
0 (x, v) dans Q2
(4.1)
et satisfaisant les conditions aux limites de type transmission suivantes :

(fε1 )|Γ− = (f
ε
2 )|Γ− ,
(fε2 )|Γ+ = (f
ε
1 )|Γ+ .
(4.2)
Dans (??) et pour i ∈ {1, 2}, nous notons
uεi (x, t) =
∫
R
fεi (x, v, t) dv
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la densite´ locale de particules.
Nous notons par fε la fonction pour laquelle la restriction a` Q1 × [0,+∞[ (respectivement
Q2 × [0,+∞[) est fε1 (respectivement fε2 ). Nous de´finissons fε0 de la meˆme fac¸on.
Nous montrons (?) alors quelques proprie´te´s de la solution du proble`me dans le demi-espace
et qu’il est bien pose´ dans L1(Rn × R× [0,+∞[) par un argument de point fixe :
The´ore`me 4.1.1 Supposons que fε0 ∈ L1(R2) alors le proble`me de type transmission (??)-(??)
admet pour tout T > 0 une unique solution (fε1 , f
ε
2 ) dans L
1(Q1 × (0, T ))× L1(Q2 × (0, T )).
Nous montrons aussi des estimations L∞ :
Proposition 1 Supposons (H0) : ∃M0 > 0 ‖ fε0 ‖∞≤M0,
alors fε ∈ L∞(R2 × (0, T )) avec l’estimation
‖ fε ‖L∞≤ max(M0, 1).
Proposition 2 Soient T > 0 et ε1, ε2 > 0. Sous l’hypothe`se suivante raisonnable sur la condi-
tion initiale :
(H1) ∃U > 0, χ[−U, v] ≤ f0(x, v) ≤ χ[U, v],
c’est-a`-dire −1 ≤ f0 ≤ 1 et le support de f0(x, .) est inclus dans [−U,U ] alors (uε) est uni-
forme´ment borne´ dans L∞(R× (0, T )).
Nous montrons aussi des estimations BV avec des conditions asymptotiques sur les pa-
rame`tres ε1, et ε2 :
The´ore`me 4.1.2 Soient T > 0, ε1, ε2 > 0 satisfaisant
(H2) : | 1
ε1
− 1
ε2
|≤ kε1 exp(− T
ε1
)
avec k < 1. Supposons que fε0 est a` support compact dans v, (H0) et
(H3) f
ε
0 est borne´ dans BV (Rx;L
1(Rv))
alors fε est uniforme´ment borne´ dans BV ((0, T )× Rx;L1(Rv)).
Nous e´tudions enfin le passage a` la limite fluide dans l’un des demi-espace ou dans les deux
avec des parame`tres de rapport borne´.
The´ore`me 4.1.3 Soient T > 0 et 0 < ε1 ≤ ε2. Supposons (H0), (H1), (H2), (H3), et que la
condition initiale fε0 satisfait u
ε(x, 0) =
∫
R
fε0 (x, v) dv converge vers u0 dans L
1(R).
Alors la densite´ locale correspond a` la solution cine´tique
uε(x, t) =
∫
R
fε(x, v, t) dv
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converge a` une sous suite pre`s vers l’unique solution entropique
u ∈ L∞(0, T ;BV (R))
de 

∂tu+ ∂xA(u) = 0, x ∈ R, t ∈ R+,
u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
au sens suivant que pour toute ψ dans C10(R× [0, T ]) et pour tout re´el k,∫ T
0
∫
R
[|u− k|∂tψ − signe(u− k)(A(u)−A(k)) ∂xψ] dx dt ≥ 0.
Une application a` la de´composition de domaine est envisage´e...
4.2 Ecoulements mixtes dans des conduites ferme´es
4.2.1 Introduction
Cette section est issue du prolongement d’un proble`me pose´ par le centre d’Inge´nierie Hy-
draulique (CIH) d’EDF a` C. Bourdarias et S. Gerbi pour la connaissance et l’approximation
nume´rique d’e´coulements mixtes en conduite (?).
Un travail de recherche avec C. Bourdarias et S. Gerbi a e´te´ effectue´ sur les formulations
cine´tique et nume´rique pour des e´coulements mixtes a` surface libre (une partie de la section
est remplie) et en charge (sous pression lorsque toute la section est remplie) dans un canal de
forme quelconque. En effet, une approche cine´tique des e´quations de Saint-Venant mode´lisant
les e´coulements 1D a` surface libre en canal rectangulaire a e´te´ propose´ par O. Bristeau, B.
Perthame et C. Simeoni (?, ?). Ces auteurs proposent alors un sche´ma cine´tique inte´grant le
terme de pente dans le flux et respectant l’e´tat au repos. Suivant cette meˆme approche, nous
avons envisage´ le cas d’un canal de forme quelconque puis nous avons construit un mode`le
cine´tique analogue pour les e´coulements en charge et nous avons pre´sente´ quelques proprie´te´s.
L’enjeu est de traiter par cette me´thode les e´coulements mixtes en conduite force´e, c’est-a`-
dire tantoˆt en charge et tantoˆt en surface libre, en prenant en compte, dans les sche´mas, les
discontinuite´s du gradient a` chaque passage d’un type d’e´coulement a` l’autre. Le couplage entre
un e´coulement en charge et un e´coulement en surface libre est, comme le montre l’expe´rience, un
proble`me de´licat compte tenu de l’instabilite´ du phe´nome`ne. Celui ci est en outre peu accessible
aux mesures directes. Le suivi en temps re´el a` l’aide d’une simulation nume´rique est d’un inte´reˆt
majeur pour les inge´nieurs charge´s du dimensionnement en tant qu’outil de validation et de
pre´vision (pre´vention de dommages dus a` de fortes variations de pression par exemple). Ce
travail entre dans le cadre de l’e´tude de proble`mes re´els de dimensionnement d’ouvrages lie´s
aux barrages. On mode´lise un e´coulement transitoire mixte a` l’aide d’un syste`me hyperbolique
2 × 2 a` flux de de´rive´e discontinue en espace, les discontinuite´s autres que ge´ome´triques e´tant
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localise´es aux points de passage d’un type d’e´coulement a` un autre. Chaque point de passage
en charge est traite´ comme une frontie`re libre correspondant a` une discontinuite´ du gradient de
pression. Les re´sultats obtenus par C. Bourdarias et S. Gerbi (?) sur la simulation de cas
tests avec releve´s de mesures rendent compte de fac¸on pre´cise a` la fois des vitesses d’interface
surface libre-charge et des fluctuations de pression au voisinage des interfaces.
transition point
free surface
hydraulic jump
pipe
pressurised flow
4.2.2 Mode´lisation d’un e´coulement unidimensionnel a` surface libre
L’eau s’e´coule au contact de l’air dans un canal ou une rivie`re. La surface libre est la surface
de se´paration de l’eau et de l’air.
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La force conside´re´e F est le poids, donc
F = (Fx = g sin(θ), Fy = 0, Fz = −g cos(θ))
ou` θ(x) est l’angle entre l’horizontale et l’axe du canal positivement quand on descend. La
masse volumique ρ(x, y, z) est la masse d’eau par unite´ de volume. Elle est constante pour un
e´coulement a` surface libre et vaut ρ0 = 1000 kilogrammes par me`tre cube. Elle repre´sente la
densite´ de l’eau a` la pression p. Nous supposons que l’acce´le´ration d’une particule dans le plan
normal a` la ligne de courant est nulle soit
dV
dt
= 0 et que la pression de l’air est constante, ce
qui aboutit a` une re´partition de pression hydrostatique dans la section du canal mais cela ne
signifie pas que la pression est constante sur une section. A la surface libre, la pression est e´gale
a` la pression de l’air note´e Pa. Donc,
P (x, y, z) = Pa + ρg(h(x)− z)
ou` ρ est la densite´ de l’eau et h la profondeur. En inte´grant les e´quations d’Euler incompressibles
qui traduisent la conservation de la masse et la conservation de la quantite´ de mouvement. sur
une section Ω(t, x) perpendiculaire au fond, de contour ∂Ω(x, t) et d’aire A(t, x), en utilisant la
formule de Reynolds
∂x
∫
Ω
u dydz =
∫
Ω
∂xu dydz +
∫
∂Ω
u ∂xM · n
ou` M est un point de la frontie`re de Ω et n la normale exte´rieure a` Ω, en supposant que le
fond et les parois du canal sont imperme´ables (ces parois sont en outre non dilatables) et en
supposant que l’intersection de la surface libre avec la section est horizontale nous obtenons
∂tA+ ∂xQ = 0,
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∂tQ+ ∂x(
Q2
A
+ g cos(θ)I1) = gA sin(θ)
ou` t est la variable de temps, x l’abscisse le long de l’axe de la conduite, le de´bit Q(t, x) repre´sente
le volume d’eau traversant une section en une seconde a` un instant donne´ et A(t, x) l’aire de la
section mouille´e,
sin(θ) = −∂xZ,
I1 =
∫
Ω
(h(x)− z)dydz =
∫ h
0
(h− z)σ(x, z)dz,
ou` σ(x, z) = ∂zA(x, z) et g cos(θ(x))I1 est le terme de pression obtenu sous l’hypothe`se de la
pression hydrostatique.
4.2.3 Etude the´orique de la surface libre
Le syste`me de Saint-Venant pour les e´coulements a` surface libre dans un canal quelconque
ou une conduite ferme´e s’e´crit donc :
∂tU + ∂xF (U) =
(
0
−gA∂xZ
)
.
Ce syste`me est strictement hyperbolique pour A(t, x) > 0. L’inconnue est U =
(
A
Q
)
ou` Q(x, t)
est le de´bit du liquide. Le flux est
F (U) =

 QQ2
A
+ gI1(A)

 ,
ou` g est l’acce´le´ration de la pesanteur, I1(A) = Ay¯, y¯ est la distance entre la hauteur d’eau et
le centre de gravite´, gI1(A) le terme de pression et
c2 = g
dI1(A)
dA
,
1
A
dI1(A)
dA
=
1
T (A)
=
dh
dA
.
Nous donnons les proprie´te´s de ce syste`me :
The´ore`me 4.2.1 En posant u(t, x) =
Q(t, x)
A(t, x)
qui est la vitesse du liquide, l’e´quation en u est
∂tu+ ∂x
(
u2
2
+ gh(A) + gZ
)
= 0,
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ou`
u2
2
+ gh(A) + gZ est la charge.
L’entropie mathe´matique pour la surface libre et son flux associe´ sont donne´s par
E(U) =
Q2
2A
+ gAZ + gA(h(A)− y¯) = Au
2
2
+ gAZ + gAh(A)− gI1(A),
φ(U) = u(E(U) + gI1(A)).
Les e´tats stationnaires sont donne´s par Q = Au constant et
u2
2
+ g(h(A) + Z) constant.
Le cas d’un canal rectangulaire de base un c’est-a`-dire ou`
A = 2T y¯, h = 2y¯
est traite´ dans ?.
Le premier the´ore`me d’existence de solutions faibles apre`s les chocs est duˆ a` P.-L Lions, B.
Perthame et P.-E Souganidis en 1996 (?).
Pour l’approche cine´tique, nous nous inspirons des travaux de ?. Soit une fonction χ de´finie
sur R a` support compact qui a les proprie´te´s suivantes :
χ(w) = χ(−w) ≥ 0,
∫
R
χ(w)dw = 1,
∫
R
w2χ(w)dw = 1.
Nous introduisons aussi l’e´quation de transport suivante :
∂tM+ ξ · ∂xM− g∂xZ · ∂ξM = K(t, x, ξ) (4.3)
ou` le terme de collision K satisfait
∫
R
Kdξ = 0,
∫
R
ξKdξ = 0.
The´ore`me 4.2.2 La maxwellienne pour la surface libre MSL(t, x, ξ) est de´finie par
MSL(t, x, ξ) =MSL(A, ξ − u) = A√
gy¯
χ
(
ξ − u(t, x)√
gy¯
)
et satisfait ∫
R
MSL(h, ξ − u)dξ = A(t, x),∫
R
ξMSL(h, ξ − u)dξ = u(t, x)A(t, x) = Q(t, x)
et ∫
R
ξ2MSL(h, ξ − u)dξ = gy¯A(t, x) + u2(t, x)A(t, x) = gI1(A) + Q
2(t, x)
A(t, x)
.
Nous remarquons que cette formulation est plus faible que la formulation cine´tique propose´e
dans ? qui repre´sente toutes les entropies du syste`me.
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The´ore`me 4.2.3 Soient χ(w) =
1
π
√(
1− 1
4
w2
)
+
. L’e´nergie
E(f) =
∫
R
(
ξ2
2
f(ξ) +
2
3
(πgy¯
A
)2
f3(ξ) + (gZ + gh− 2gy¯)f(ξ)
)
dξ.
ve´rifie la proprie´te´ importante :
E(MSL(h, ξ − u)) = E(U).
Son minimum sous les contraintes f ≥ 0, ∫
R
f(ξ)dξ = A,
∫
R
ξf(ξ)dξ = Q est atteint par la
fonction MSL(A, ξ − u) = A√
gy¯
χ
(
ξ − u√
gy¯
)
.
Contrairement au cas du canal rectangulaire de ?, la fonction χ retenue ne permet pas de
satisfaire l’e´quation
ξ · ∂xMSL − g∂xZ · ∂ξMSL = 0
des e´tats stationnaires. Donc au niveau microscopique, le second membre est nul uniquement si
A = 2T y¯, c’est-a`-dire pour le cas du canal rectangulaire.
4.2.4 Etude the´orique de l’e´coulement en charge
En posant la masse M =
ρA
ρ0
et le de´bit D =
ρQ
ρ0
ou` ρ0 est la pression atmosphe´rique alors
u =
D
M
et le mode`le conservatif est
∂tM + ∂xD = 0, (4.4)
∂tD + ∂x
(
D2
M
+ c2M
)
= −gM∂xZ, (4.5)
∂tu+ ∂x
(
gZ +
u2
2
+ c2 ln(M)
)
= 0,
ou` c est la vitesse du son. Il est strictement hyperbolique poour A(t, x) > 0.
L’entropie mathe´matique est
E =
D2
2M
+MP (M) + gMZ =
u2
2
M +Mc2 ln(M) + gMZ
et son flux est
φ =
D3
2M2
+Dc2 +DP (M) + gDZ
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ou` P (M) = c2 ln(M), P ′(M) =
c2
M
.
Les e´tats stationnaires sont D constant et
u2
2
+ c2 ln(M) + gZ constant.
La maxwellienne pour l’e´coulement en charge MCH(t, x, ξ) de´finie par
MCH(t, x, ξ) =MCH(M, ξ − u) = M
c
χ
(
ξ − u(t, x)
c
)
satisfait ∫
R
MCH(M, ξ − u)dξ =M(t, x),∫
R
ξMCH(M, ξ − u)dξ = u(t, x)M(t, x) = D(t, x) =Mu,∫
R
ξ2MCH(M, ξ − u)dξ = (c2 + u2(t, x))M(t, x) = c2M + D
2
M
.
The´ore`me 4.2.4 Pour une eau au repos, le de´bit est nul u = 0 et
c2 ln(M) + gZ
est une constante, alors la fonction
MCH(M, ξ) = M
c
χ(
ξ
c
)
avec
χ(w) =
1√
2π
exp(−w
2
2
)
satisfait l’e´tat stationnaire, c’est-a`-dire
ξ · ∂xMCH − g∂xZ · ∂ξMCH = 0.
The´ore`me 4.2.5 Soit l’e´nergie
E(f) =
∫
R
(
ξ2
2
f(ξ) + c2f ln(f) + gZf(ξ) + c2 ln(c
√
2π)f(ξ)
)
dξ.
Le minimum de l’e´nergie E(f) sous les contraintes
f ≥ 0,
∫
R
f(ξ)dξ =M,
∫
R
ξf(ξ)dξ = D
est atteint par la fonction
MCH(M, ξ − u) = M
c
χ(
ξ − u
c
) =
M
c
√
2π
exp(−(ξ − u)
2
2c2
)
et nous avons E(MCH) = E.
Finalement, pour l’e´coulement en charge, nous avons une maxwellienne qui respecte l’eau au
repos et minimise l’e´nergie.
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4.2.5 Etude nume´rique
Nous re´solvons finalement nume´riquement le proble`me des e´coulements mixtes a` la fois en
charge sur certaines parties de la conduite et a` surface libre sur d’autres. En effet, les deux
syste`mes sont formellement proches. Les diffe´rences proviennent seulement de la loi de pression
et les variables conservatives ne sont pas les meˆmes.
Comme dans ?, cette proximite´ nous a conduit a` utiliser, pour le couplage entre un e´cou-
lement en charge et un e´coulement a` surface libre un seul jeu de variables A et Q au lieu de
A, Q, M et D.
Pour le sche´ma nume´rique, nous utilisons une seule maxwellienne et traitons les termes
sources comme dans ?.
Nous pre´sentons un sche´ma aux volumes finis pour le syste`me base´ sur l’approche cine´tique.
Nous conside´rons une maille uniforme de R : (xi)i∈Z. Soit Ci = [xi− 1
2
, xi+ 1
2
] avec
xi+ 1
2
=
xi+1 + xi
2
.
Nous notons ∆x le pas d’espace, xi = i∆x, i ∈ Z. Nous conside´rons une discre´tisation en temps
en introduisant le pas de temps ∆t. Soit tn = n∆t, n ∈ N. Nous partons de l’e´quation ou` le
terme de collision K est ne´glige´ dans le sche´ma nume´rique et nous projetons fni (ξ) sur M
n
i (ξ),
ce qui donne
fn+1i (ξ)−Mni (ξ) +
∆t
∆x
ξ(M−
i+ 1
2
(ξ)−M+
i− 1
2
(ξ)) = 0
avec M±
i+ 1
2
a` de´finir. Maintenant, notons
Uni = (A
n
i , (AQ)
n
i ), A
n
i =
∫
R
fni (ξ)dξ, (AQ)
n
i =
∫
R
ξfni (ξ)dξ
et nous obtenons le sche´ma macroscopique
Un+1i − Uni +
∆t
∆x
(F−
i+ 1
2
− F+
i− 1
2
) = 0
ou` les flux nume´riques F±
i+ 1
2
sont de´finis ci-dessous. Posons
∆−Zi+ 1
2
= Zi+1 − Zi, ∆+Zi+ 1
2
= Zi − Zi+1
alors les flux nume´riques de part et d’autre de l’interface xi+ 1
2
sont
F±
i+ 1
2
=
∫
R
ξ
(
1
ξ
)
M±
i+ 1
2
(ξ) dξ.
Principe : quand une particule arrive d’une maille adjacente avec la vitesse ξ, on prend en
compte la vitesse qu’elle devait avoir au de´part, calcule´e en fonction de l’e´nergie potentielle
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perdue ou gagne´e selon le signe du saut d’altitude le long de sa trajectoire. Quand une particule
de la maille courante est incapable de changer de maille, elle se refle´chit et est prise en compte
avec la vitesse oppose´e.
La premie`re composante de (F )−
i+ 1
2
est e´gale a` la premie`re composante de (F )+
i+ 1
2
, c’est-a`-dire
les dimensions du de´bit Q±
i+ 1
2
sont e´gales ou encore nous avons la conservation pour la hauteur
d’eau.
Les proprie´te´s du sche´ma sont les suivantes : sous la condition CFL
∆tmax(| uni | +
√
4gy¯ni ) ≤ ∆x
le sche´ma cine´tique est tel que Ani ≥ 0.
Pour l’e´coulement en charge et au repos, nous avons l’e´galite´
M−
i+ 1
2
(ξ) =M+
i− 1
2
(ξ), ∀ξ ∈ R,
donc le sche´ma conserve l’e´tat stationnaire de l’eau au repos.
Dans les perspectives, nous projetons d’aborder les proble`mes de´licats de l’entraˆınement
d’air.
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– Cours d’analyse pour la pre´paration du Capes de Mathe´matiques,
– Lec¸ons d’analyse et de mode´lisation pour la pre´paration de l’Agre´gation de Mathe´mati-
ques.
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– Cours et travaux dirige´s de statistiques en deuxie`me anne´e de sociologie a` Jacob Belle-
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Cours et travaux dirige´s d’analyse en L1 et L3 Mathe´matiques, d’alge`bre line´aire et optimisation,
d’analyse nume´rique et d’e´quations diffe´rentielles en L3 Mathe´matiques et MASS, de calcul diffe´-
rentiel et d’optimisation en M1Mathe´matiques et M2 Inge´nierie Mathe´matique, d’approximation
de lois de conservation en M2 Inge´nierie Mathe´matique, travaux dirige´s d’analyse fonctionnelle,
d’e´quations aux de´rive´es partielles et de distributions en M1 Mathe´matiques.
Activite´s d’encadrement
– Projets en premier cycle, en licence, en maˆıtrise, en troisie`me cycle (DESS d’inge´nierie
mathe´matiques M2)
– Coencadrement avec P. Baras (Universite´ de Savoie), d’un stage de fin d’anne´e de ma-
giste`re en 2000.
– Participation au jury de soutenance d’un me´moire de DEA le 14 septembre 1999 pre´pare´ au
sein du laboratoire LAMA dont le titre e´tait “Analyse nume´rique du frottement de´pendant
de la vitesse de glissement”.
– Accueil de K. Bodian, H. Okou, N. Timack et de J. Zabsone´ qui viennent du Burkina-
Faso, de la Coˆte d’Ivoire et du Se´ne´gal en stage de 4 mois chacun en 2006 sur des bourses
SARIMA.
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Le sujet de la the`se de T. Ngom codirige´e avec C. Bourdarias commence´e en mars
2007 et finance´e par une bourse nationale (se´ne´galaise) de Asylia Gum Company est l’e´tude
mathe´matique et nume´rique du proble`me de se´dimentation autour de l’embouchure du fleuve
Se´ne´gal. Il traite le mode`le de Saint-Venant et le transport de polluants.
De´fluent du fleuve Se´ne´gal vers le sud par l’interme´diaire du canal de la Taoue´, et seule
plaine d’inondation de ce fleuve, le lac de Guiers constitue une re´serve d’eau douce exception-
nelle en pleine zone sahe´lienne. Avec une profondeur moyenne de deux me`tres, il est conside´re´
comme un “lac plat”. Ce lac a fait l’objet de nombreux ame´nagements hydrauliques qui ont
ame´liore´ ses capacite´s de remplissage et de stockage. Il alimente Dakar en eau potable, permet
le de´veloppement du maraˆıchage irrigue´, la pratique de l’e´levage et de la peˆche. Ces usages
ne´cessitent le maintien d’un niveau relativement constant et d’une bonne qualite´ de l’eau.
Or, le de´veloppement de la culture irrigue´e dans l’ensemble de la valle´e du fleuve Se´ne´gal a un
impact sur l’e´volution de la qualite´ des eaux du lac : les eaux de drainage en provenance des
champs de culture (canne a` sucre, riz ...) sont tre`s sale´es. A cela s’ajoutent la pollution chimique
et microbiologique par rejets industriels, eaux use´es des populations riveraines, l’eutrophisation,
etc. On retrouve une proble´matique similaire pour le fleuve Mouhoun au Burkina Faso.
Ce sujet d’e´tude est axe´ sur les the`mes suivants :
* e´laboration et e´tude de mode`les couplant le syste`me de Saint Venant bidimensionnel des
eaux peu profondes, le transport de polluants (e´ventuellement leurs interactions chimiques et
avec le fond), la salinite´...
* proble`mes de controˆle : identification des polluants,
* lien entre le syste`me de Saint Venant et celui de Navier-Stokes avec densite´ variable,
* prise en compte de la jonction rivie`re-lac : couplage entre mode`les bidimensionnels et
monodimensionnels,
* approches nume´riques performantes.
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Communications orales
– Au 24ie`me Congre`s National d’Analyse Nume´rique a` Vittel, le 26 mai 1992 : “Comparaison
de deux perturbations singulie`res pour l’e´quation de Burgers avec conditions aux limites”.
– Au 25ie`me Congre`s National d’Analyse Nume´rique a` Giens, le 28 mai 1993 : “Etude des
conditions aux limites re´siduelles”.
– Au 26ie`me Congre`s National d’Analyse Nume´rique aux Kare´lis, le 30 mai 1994 : “Estima-
tions d’e´nergie avec la condition aux limites de Dirichlet”.
– A l’Universite´ de Brown (USA) le 23 juin 1994 “Study of residual boundary conditions”.
– A l’Universite´ de Chicago (USA) le 28 juin 1994 “The vanishing viscosity method for an
IBVP of hyperbolic systems”.
– A Oberwolfach, en mai 1996, organise´ par C. Dafermos : “Boundary conditions for a
strictly hyperbolic system via the Godunov scheme”.
– Aux JERA a` Grenoble le 4 novembre 2004, “Formulation cine´tique pour des e´coulements
mixtes en charge et en surface libre dans un canal de forme quelconque”.
– A la sixie`me confe´rence de l’AIMS a` Poitiers en juin 2006 : “A survey of mathematical
model for fixed bed adsorption of gases”.
– A l’IST de Lisbonne le 20 novembre 2006 “A kinetic formulation for a model coupling free
surface and pressurised flows in pipes”.
– A Besanc¸on (94), Bordeaux (95), Clermont-Ferrand (94, 2006), ENS de Cachan (95), ENS
Lyon (92, 93, 94, 96, 99), Laboratoire Jean Kuntzmann de Grenoble (95), Marseille (95),
Nice (99, 2006, 2007), Rennes (95).
Se´jours a` l’e´tranger
– Brown University, USA, (du 20 au 24 juin 1994), sur l’invitation de C. Dafermos.
– Chicago, USA, (du 27 juin 1994 au 1 juillet 1994), sur l’invitation de Cheng.
– IST Lisbonne, (18 au 23 novembre 2006), sur l’invitation de Juha Videman.
– Vienne, Autriche (du 6 au 10 mai 2007), sur l’invitation de A. Juengel.
